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Vorwort zur ersten Auflage. 



Hit AnsDahme der Integration der partieUen Dlffereatialgleicbnngen 
□ad der Variatioosrechnuiig enthält das Werk, das ich der Oeffentlichkeit 
hiemit fibergebe , eine vollständige Darstellung der Differential- nod Integral- 
Tecbnung, auf wissenBchaftlicheo GmndlageD aufgebaut und nach dem heu- 
tigen Stande der Wissenschaft dnrchgeführt. 

Dabei glanbe ich in Bezug auf AusfUhrltchkeit genug getban zu haben, 
da wobl wenige Sätze, die von wisseoGcbaftüdfaem Werthe sind, ausgeschlossen 
wurden, vobei natürlich mein Augenmerk vorzugsweise darauf gerichtet war, 
Alles in ein organisches Ganze zu vereinigen, so dass nicht eine Sammlung 
einzelner Sätze und Methoden zum Vorschein käme. — Eben so bin ich 
immer darauf bedacht gewesen, durch Beispiele der verschiedensten Art die 
allgemeinen Sätze zu erläutern; die Beispiele selbst sind entweder vein 
analytische, oder Bio sind aas der Geometrie, Mechanik, mathematischen 
Physik nnd Astronomie gewählt. Namentlich habe ich mehrfach die Wärme- 
probleme aufgeführt, wie denn aach in §. 76 die allgemeinen Differential- 
gleichungen der Wärmebewegnng aufgestellt Bind. 

Die noch fehlenden Theile, namentlich die Integration der partiellen 
Differentialgleichungen, hoffe ich in nicht ferner Zeit nachfolgen lassen 
SU kOnnen. 

Die Dmckeinrichtnng ist so getroffen worden, dass die allgemeinen 
Lehren mit grösserer Schrift, Aufgaben und Erläuterungen dagegen mit 
kleinerer gedruckt sind. — Die Verlagshandlnng hat auch ihrerseits Alles 
gethao, um das Bach äuseerlich wördig auszustatten. 
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Varwort zur zweiten Auflage, 



Die im Herbste 1857 aasgegebene erste Änflagfl der Differential- und 
IntegralrechnnDg votde veseotlich tungearbeitet, so dags die vorliegende 
zweite Auflage , wenigstens Uirer grossem Hälfte nnd der Anordnung des 
Stoffes nach, als ein neues Bnch erklärt werden kann. Ich habe diess fOr 
meine Vorträge an der biesigen polytechnischen Schule fBr nothwendig ge- 
halten, nnd hoffe aach Denjenigen, welche das Bach zam weitem Stadium 
benützen wollen, dadnrch einen Dienst erwiesen zu haben. Auf eine Hecht- 
fertigang der getroffenen Anordnung kann ich mich hier nicht einlassen: sie 
muHs ohnehin im Buche selbst enthalten seyn. Ich glaube, dass wenn das 
Bnch in seiner frühern Gestalt einigen Nutzen zu bringen im Stande war, 
dies» in grösserem Maasse bei der neuen der Fall seyn kann. 

Die nene Auflage erscheint in zwei Bänden, da für einen Band das Buch 
wohl za umfangreich geworden wäre. Die äussere Aasstattung hat dnrch 
die fortwährende Soi^fatt des Verlegers gewonnen, und es mögen die Tielfach 
eingestreuten Deberschciften ebenfalls zQr bequemem Benutzung und üeber- 
sichtlichkeit des Baches beitragen. 

Die elf ersten Abschnitte (erstes Bnch) , wie sie im nachfolgenden 
Inhalte-Verzeichnisse aufgeführt sind, mit Ausschlnss der dnrch eia* be- 
zeichneten §§., bilden im Allgemeinen den Umfang des in der zweiten mathe- 
matischen Klasse der hiesigen polytechnischen Schale zu behandehiden Theils 
der Differential- und Integralcechnang. 
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Erster Abschnitt. 
Emleitun;. Sftt» aas der niedem Analytis. Gränzwerthe. 

§■!■ 
AnfOlinuig dei Bftaptsitxe der Potetu«Dlehre. 

Die elementare Algebra betrachtet eine Reihe analytiecher Formen, 
deren Eigenschaften sie genauer untersucht nnd die Anwendong derselben 
erläutert. Es wird hier, zu Eingang eines Werkes,, das die Fortbildang dieser 
Lebren sich znr Aufgabe gestellt, nicht anpassend seyn, die wichtigsten Sätze, 
wetohe in der Algebra aufgestellt werden, kurz anzufahren. 

I. unter der Grösse a°, wenn n eine positive ganze Zahl ist, versteht 
man ein Produkt von □ Faktoren, deren jeder gleich a ist. Ist ni ebenfalls 
eine positive ganze Zahl, so ist immer 

»-»- = »»*-, ^^»»—, (»■)-=>»-, (1) 
wobei jedoch im zweiten Satze n > m gedacht ist. FQr n < m väre 

während für n = m der Werth des Quotienten gleich 1 ist 

n. Ist wieder d eine positive ganze Zahl, so gilt als Erklärung der 
QrSese a~* die Gteichnng 

a-=i. (2) 

mittelst der erwiesen wird, dass die Sätze (1) gelten, auch wenn m and n 
positive oder negative ganze Zahlen sind. Dazu gehört dann noch die 
Gleichnns 

»•=1. (3) 

die Kx jedes beliebige a gilt. 

III. Das Zeichen V'a, wo n eine positive ganze Zahl ist, bedeutet die 
n'*'WnrEel von a, nnd verlangt, man solle eine Zahl suchen, die nmal als 
Faktor gesetzt ein Produkt =a gibt Dabei ist jedoch a im Allge- 
meinen als positive Zahl gedacht, und man wählt auch nur die positiven 
Werthe der Wurzel. Man hat dann: 

^•i doogic 



Vi. V b' 

^». = Vi^. V^V",=lÄa. (4) 

IV. Das Zeichen a— % in dem 11 und m positive ganze Zahlen sind, 
wird erklärt durch die Gleichungen: 

«"=Va-, a '=^. (5) 

Eienus nun wird gezeigt, dass die Sätze (I) gelten, auch wenn m tind 
D beliehige gebrochene Zahlen sind, so daee sie fflr alle möglichen Ex- 
ponenten richtig sind. Dabei ist jedoch in der Regel a als positiv an- 
zusehen. * 

Y. Unter dem Zeichen log» verstehen wir den Exponenten znr Zahl 10 
als Gmodzabl, so dass als Werth der Potenz a erscheint. Wir setzen 
also, wenn 

i0^a = a:10"^». (6) 

Unter dem Zeichen loff a (<?r b) verstehen wir ebenfalls einen Exponenten, 
jedoch filr b als Grundzahl, wobei der Werth der Potenz wieder a ist. Also 

wenn lo^ 4 (örb) = «, soutb''=». f7> 

Welches onn auch die Grundzahl sey, so gelten immer folgende Sätze: 
lo^(AE) = loffA. + legB, loff- = loffA. — logB, logA' =Xil<>gA, (8) 
wo also nicht bloss die Grundzahl 10 gemeint seyn mnss. 

Ist die Grundzahl eine positive Zahl, so kann man die Lo- 
garithmen negativer Zahlen nicht ausdrucken. Denn ist — a eine 
negative Zahl, b die positive Grundzahl, so milsste, wenn für diese Gnmd- 
zahl wäre 

loffl — a)^o, anoli b = — asejn. 

Ist aber a positiv, so ist es b"anch, kann also nicht = — aaeyn; isto: 
negativ, so ist b" immerhin noch positiv nach II. nnd IIL, und man ist wieder 
in derselben Lage. Daraus ergibt sich, dass log (— a) weder positiv, noch 
oegativ seyn kann, d. h. nicht angebbar ist. 

Ist die Grundzahl b grösser als I (nnd wir werden keine fuidern Loga- 
rithmen betrachten), so wird h" wachsen mit positivem wachsendem a; da- 
gegen abnehmen, wenn das negative a anwächst, wie sich aus b~''=~ so- 
fort ergibt. Wächst hier « über alle Grftnzen hinans, oder wird nnend- 
* Wsreetwaa=: — ], nad — ^^ m(6), «o vdide auf ( — 1) sieht lofoit der Tieite 

Satz (4) aumvenden EOyn, also nicht etwa Y — l.y — l:=y (— 1)( — l)^yi=:l luseUen 
leyn. Han Tetgleiche Meiaber §. 4. 



ArithmeÜMhe und geometrische ReJheD Funktion. 5 

lieh (oo), so nimmt b~"uDbegränztab, und wird immer näher an kommen. 
In diesem Sinne ist es zn verstehen, wenn man schreibt: b~°° =0. Es 
kommt diefie Gleichang auch darauf hinaus, zu setzen 

foyO= — ao. (8-) 

Dbss för a > 1 : /o£r a > , für a < 1 aber iög a < , ergibt sich aus (8) un- 
mittelbar. Doch gelten die letztern Sätze nur, wenn die Grundzahl > 1. 

Kennt man den Logarithmns der Zrthl a für die Grundzahl b , go kann 
man daraus leicht deo Logarithmus derselben Zahl a för die andere Grund- 
zahl c finden. Ist nämlich der erste Logartthmos ~ a, der zweite x, so muss 

also b*' = c", a = ilogc. i = p^ (80 

seyn, wo durch log die Logarithmen für die Grundzahl b angedeutet werden. 
Aritbmetische nnd geometrisQbe ReihsD. 
VL Eine Zahlenreihe, in der das folgende Glied immer um dieselbe 
Zahl d grösser ist das vorhergehende, bildet eine arithmetische Reihe. 
Ist a ihr erstes Glied, d der (genannte) unterschied, so ist ihr n"* Glied gleich 
a-l-(n — l)d. Die Summe der n ersten Glieder, wenn z das n" Glied, sei 8, 
so ist 

■—■■■ Ho-m 
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VlI. Ist in der Zahlenreihe das folgende Glied au? dem vorhergehenden 
dadurch gebildet, dass man daä letztere durch die sjch immer gleich bleibende 
Zahl q mnltiplizirte, so heisst diese Reibe eine geometriscbe, deren Ge- 
stalt also ist 

a, aq, aq', aq*. aq*. 

Das u" Glied derselben ist aq°~', und wenn s die Summe der n ersten 
Glieder, z dos n" Glied, so hat man 

B = ^=y, i = aq-'. (10) 

§. 2. 
Begriff einer. Fonklion. 

Jede Grösse, deren Werth abhängt vom Werthe einer andern Grösse, 
nennen wir eine Funktion dieser andern Grösse. So ist also a' eine 
FunktJon von a, da a* sich ändert mit a, also von dem Werthe von a abhängt. 
Eben so sind y'a, loffA, 2" Funktionen von a. Hängt die Funktion bloss von 
einer andern Grösse, so heisst sie eine Funktion einer; hängt sie von. 
mehreren ab, eine Funktion mehrerer Grössen. So ist die Grösse s in (10) 
eine Fnnktion der drei Grössen a, q, z; a° ist eine Funktion der zwei Grössen 
a, Q u. 6. w. 

Da die Grössen, von denen andere abhängen , beliebige Werthe haben, 

«Ic 



6 TrigonomeMiche FonktiODep. 

sich also beliebig ändern können, so heiset man sie wiliküilich veränder- 
liche Grössen, oder aach unabhängig Veränderliche, während die 
Funktionen selbst, da sie sich auch mit den er&tern Grössen ändern, abhängig 
Veränderliche genannt werdpo. In log», ist also a die nnabhängig Ver- 
änderliche, da a willkürliche Werthe haben kann; log a aber ist die aUiängig 
Veränderliche, die sich zwar ändert, aber nur mit a, und nicht beliebig. 

Die in §. 1 aofgefUhrtea Grössen sind Beispiele filr verschiedene Fank- 
tionen. 

Gewöfanlich bezeichnet man die anabhängig Veränderliche, wenn wir bei 
dem Falle einer einzigen stehen bleiben, durch x, so dass also x*, logx, V"x, 
u. s. w, Funktionen von x sind. Doch ist begreiflich diese Bezeichnung eine 
willkürliche, und, wenn passend, wird sie auch geändert werden können. Wir 
werden später nochmals auf das hier Gesagte zarQckkommen und weiter 
NSthiges alsdann zofügen (§. 10, I^. 



DJe trigonomelri sehen Fonktionen. 
1. Die elementare Trigonometrie betrachtet vier Funktionen eines 
Winkels s, nämlich siitx, cö«x, tgx, cotgx und erweist eine Reihe Eigen- 
schaften derselben. Für jenen Zweig der Elemente ist dabei x immer durch 
- Grade, Uinuten, Sekunden u. b. w. aasgedrückt. 

Auch die Analysia bedarf dieser Funktionen, nnr mnss sie fttr die Winkel 
ein anderes Maass aufstellen. Dazu wählt sie den zwischen den 
Seiten des Winkels mit einem Halbmesser 1 beschriebenen Kreis- 
bogen, wobei die Spitze des Winkels Mittelpunkt ist. Wenn wir also 
künftig von einem Winkel x sprechen, so verstehen wir unter x diesen Bogen 
and nicht Grade n. s. w. Berechnet man die Längedes fraglichen Bogens, 
so erhält man immer eine rdne Zahl; so etwa für einen Winkel von 60" ist 
jener Bogen, als der sechste Theil des Kreisumfang8,gleich^ = |=l'047197ß, 
80 dass wir einfach vom Sinns von ^ (d. h. 1-047.. .) sprechen werden, nnd 
darunter dasselbe verstehen, was die Trigonometrie unter ««60' versteht. 

Für uns ist also in «nx, coax, tgx, coHf^x die (unabhängig veränderliche) 
Grösse x immer eine reine Zahl. Wir können mithin von «n6 sprechen, 
meinen aber damit natürlich nicht nn 5', sondern den Sinus eines Winkels, 
dessen analytisches MaaBs = ß ist, d. h. also, der so beschaffen ist, dass 
ein mit einem Halbmesser = 1 zwischen seinen Seiten beschriebener Kreis- 
bogen die Länge 5 hat. 

Von den hieber gehurigen Formehi wiederholen wir nur die folgenden: 
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Verwuidlniig Mdw Hmftu«. 7 

Verwudlang b«ldet Ukuie in ehuuider. 
IL Ist a ein in gewShaliGhem (trigonometriEchem) Maasse aasgedrficktet 
Winliel, so erhält man das aoalytische Maa^s x desselbeD ans der Gleichung 



n a In Gndsn gegeben iiti 

o.eo^2«' 



■ 360 2«' 
I „ Hlonten » 



I „ Sekunden . 



»0,60.60 2n' 360.60.60 ' 
Also ist das analjUiohe WfiM» eine's Winkel« toq 172026'13" gleich ögpop " «) ^ 
6207 13 = 3-0093, so daas «■fll72'*25' 13" UDd«n3"0093 dasselbe bedeuten, 

in. Ist X das a nalytische Haass eines Winkels, so ergibt sich das trigo- 
nometrische MaasB a desselbeu in Sekanden ans der Gleichnng 
I B 360.60.60 , 360.60.60 , „, „, 

Den Logarithmentafeln ist gewöhnlich eine Tafel angehängt, welche die 
Verwandlung der beiderseitigen Maasse in einander erleichtert. * 

Als ein Znblenbeispiel mag die BeTochnang- Ton «m 2'76 hier angefillirt werden. 
Irt tt das trigonometriache Haass. so ist 

2« 

Dwin logsin 157''33'48-2 = 9-5816779— 10, wozu als Zahl gehört 0-38ie611, 
so dass endlich <m2-76 = 0'3S1661I. 

Qoniometijsche FanktioneD. 
IV. Kennt man von einer Zahl x den Sinus , oder den Cosinus n. s. w., 
und wird diese Zahl selbst gesucht, so nennt man dieselbe arcns (Bogen) und 
die Beteichnung soll so gewählt werden, dass wenn 



• AI» ist ^ da* MwlytisiiheMa»«« Ton 90°. K »oo 180". -^ ""^ 270», 8« «•» 360", «o 
dais«t«a: 

,i„| = + l. «»rt = 0. riny=-l,««a« = Oj 

«„{_|)=-1,«»(~«)=0, ri«(~> = + l.»fa(-2if)=0: 
n»(pi*+i) = (-iy°-*ini, »B(2m«-l-x)=«wx. 
.^1 = 0. *M« = -1. ««^=0, .m2« = + I; 
^(_|)^0. *«(-«) = -l. <^»(r-f) = 0. .«(-2*) = 1; 
M»(m« + i) = (-l)'°e>«x. i<w{2nnr + i) = «o«i. 
lff^ = O0, tffit = 0. iy|i«=-aD, (?2ir = 0i (^(wä + i) = (?i. 
,o(j,| = 0, w^it = -OD. «o(^|«=0,«i!?a«=QOiM(?(ni«+i)=w(?x. 
Hierin ist m eins gsnte Zabl. 

[:.,qm.o=bv Google 



Die amgekebrten tiigonometrUoliea f unktiauen. 
i = arc(cotff = a} J 

was gelesen wird: „arcas, dessen Sinus gleich a" a. s. w. and wo also are 
(tg = a) denjenigen Bogen znm Halbmesser I (d. h. diejenige Zahl) bezeichnet, 
dessen Tangente gleich et ist. 

Da es nnn bekanntlich unendlich viele Winkel gibt , deren Sinns = a 
(vergl. etwa des Verfassers Handbuch der Trigonometrie, I. Äbth. §. 19), so 
wäre das Zeichen arc(_ain = a) and eben' so die andern in (11) vieldeutig, 
wenn wir nichtEinschränkungen setzen. Diese bestehen nun in folgenden £r- 
klärangen: 

1) Das Zeichen arc («■«=») soll eine zwischen— g^und-h fliegende 
Zahl bedeuten, deren Sinus den Werth a hat. Diese Zahl ist zwischen und 
+ ■5;, wenn « positiv; dagegen zwischen und — -, wenn a negativ ist. 
a selbst muss zwischen — 1 und + I liegen. Aus I. folgt, daas 

.are (iin^ — tt) = — are(iin = a). 
da Bögen, die gleich aber von verschiedenen Zeichen sind, Sinus besitzen, 
die sich eben so verhalten. 

2) Das Zeichen are (cos = a) bedeutet eine zwischen und tf liegende 
Zahl, deren Cosinus deu Werth « hat. Sie liegt zwischen und ^, wenn «>0; 
zwischen ^ und tc, wenn « < 0. 

3) Das Zeichen are {tg — a) bedeutet eine zwischen — ^ und + ^ 
liegende Zahl, deren Tangente den Werth a hat. Sie liegt zwischen 
und g, wenn o > 0; zwischen und — g, wenn « < 0. a selbst liegt 
zwischen — 00 und +00; Wie in 1) ist 

<tre {tg = — a) = — aTt{tg = a). 

4) Das Zeichen are (^eoig^a) bedeutet eine zwischen und 71 liegende 
Zahl, deren Cotangente den Werth a hat. Sie liegt zwischen und-^, 
wenn a > 0; zwischen ^ und n, wenn « < 0, 

V. Es lässt sich nun leicht zeigen, dase (unter diesen fiinschrSnkungen) 
immer : 

arc{coi = a) = ^-arc(na = tt); <irc(cotg = a)=~~art{.tg = a). (12) 

um die erste diesem Gleichungen zu erweisen , wollen wir die beiden 
mäglichen Fälle untersuchen. 

1) Sey a > 0, also are (coa = «)< ^, are (sin = «) < |, während diese 
beiden Grössen positiv sind. Ist nun 

are($m = af=ft, are (cio* = ä) = y, i. h. a = nnß, a = eoiy. 
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Imagln&re ZaUen. 9 

SO ist anch einß — coay, so dass ß nad y zwei positive Winkel sind, beide 
kleiner als ^ (d. h. 90°), so beBchaffen, dass der Sinas des einen dem CosIdos 
des andern gleich ist. Daza gehört aber bekanntlich, dass j? + /=^, d, h. 

was die erste Gleichang (12) liefert. 

2) Seya<0, also (wc(c<»« = «) >^, orc (mn = («)< 0. Setzenwir 
a= — «', so ist a'>0, und arc{coa^:=a)^are(co8= — «*), arc(sin^=a) 
= arc(«*n= — «'). Bekaontlicfa aber ist co8(n — x)^ — coax, irorans 
offenbar lölgt, dass <wö(coe= —a') = 7r — (M"c(cö« = o'). sine Gleichung, 
deren Richtigkeit sofort erkannt wird, wenn man sie nur in Worte fasst. 
Eben so ist arc (sin = — «') = — arc (sin ^ a'), so dass 

are(coi = a) + are(iiti^=a)=^are(eois^~a') + are(im^ — a')=^« — are(eoi^tt') 
-«re(«» = <.-)^«-[are(c« = a-> + are{««=:«')]- 

Da aber a'>0, so ist nach I) arc (ct>» = c(') + (wcMn(=«') = » > ^** ^*8^ 
endlich r ■ t^ 1 - t= — -=- 

wie vorbin. 

Die zweite Gleichung (12) wird ganz eben so bewiesen. Desshalb sind . 
die Zeichen arc(coe = «), arc(cotg=^a) überflüssig nnd wir werden davon 
später auch nur höchst selten Gebrauch machen. Weitere Sätze in Bezug 
auf die hier erörterten Grössen werden wir da. erweisen, wo wir etwa von 
ihnen Gebrauch machen. (Vergl. §.32, IV.) 

Imaginftre Zabl«ii. Pot«UEeB tou SMX + ijJni. 

I. Die Quadratwurzel ans einer positiven Zahl kann positiv oder negativ 
genommen werden; will man aber die Quadratwurzel aus einer negativen 
Zahl ausziehen , so ist dieselbe in positiven oder negativen Zahlen nicht an- 
gebbar. So kann y— 4 weder + 2, noch — 2 seyo, da (+ 2)'= +4, 
(— 2)'=+4_und nicht —4 ist. Immerhin aber lässt sich die Grösse 
Y'— 4 erklären als eine Zahl, deren Quadrat —4 ist. Solche Zahlen, 
wie V — 4 nennen wir imaginäre Zahlen, und verstehen darunter zunächst 
also nur die Quadratwurzeln aus negativen Zahlen. 

Hiernach ist also (V^— a)'= — a. Da aber auch (V^— 1)'= — '> 
(V^a V^ — l)'=:a(— 1) = — a, so kann man setzen 

Da Va, als die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl, immer angebbar 
igt, »0 erscheint also V — a als das Produkt der angebbaren Zahl Ya, in die 
imaginäre Zahl V— 1. Diese letztere bezeichnen wir künftig immer 

durch i nnd setzen also; 

V-» = iV.. (iS> 

Diqmzecbv Google 



1 Trlgonometriiche Foim irnftgintrer Zahlen. 

Ans der ErkUrang fllr i folgt sofort : 

i' = — 1, i' = — i, i* = + l, i« = l, i*^ — ln.1. w. 

Positive und negative Zahlen heissen dqd, im Gegensatze zu den imagi- 
nären, reelle Zahlen. Sind a uod b reelle Zahlen (also positiv oder negativ, 
aber angebbar), so heisst endlich a + bi ein gemischt imaginärer Ansdrnck, 
oder eine gemischt imaginäre Zahl FQr a = ist sie rein imaginär, fßr 
b = Oaber reell. Demnach iet a + bi die allgemeineFormder reellen 
und imaginären Zahlen. 

II. Sind a, b, A, B reelle Zahlen, nnd es ist 

a-t-bl=A+Bl, (14) 

so ist notbwendig 

>=A, b=B. (W) 

Dieser Satz, von dem man bänfig Gebraneh macht, lässtsicbin folgeoder 
Weise erkennen. Ana (14) folgt 

»— A={B— b)i, 
80 dass, wenn man beiderseitig die Qnadrate nimmt, nnd beachtet, 
dass i'= — I: 

(» — A)* = — (B — b)*, {» — A)' + {B — b)'=a 
a — A, B — b sind aber reelle Zahlen, ihre Quadrate folglich positiv ; soll nnn 
die Samme dieser positiven Zahlen Null seyn, so ist diess nor möglich, veno 
beide I^ull sind. Demnach ist 

(ft— A)' = 0, (B — b)' — 0. d. Ka — A = 0. B — b=0. 
was die (14') sind. — Uebrigens würde sich ans (14) ergeben i= ■ ~ , 
wenn die (14') nicht stattfänden, was nicht zolässig ist, da die imaginäre 
Zahl I der reellen „_ nicht gleich seyn kann. 

Triganometriteh« f ono. 

III. Setzt man, veon a nnd b reell sind: 

^ = iCo,a. b = rrina, _ (16) 

SO erhält man, durch Quadrirnng und Addition: 



Wählt man r bloss positiv, so folgt also aus (15): 



(15') 



wodurch r und a genau bestimmt sind. Alsdann ist 

8 + bi = t(iiMo-l-i«»nB>, (18) 

welche Form vir die trigonometrische nennen wollen. Ans (16) folgt 

(• + bi)" = r-(eo.o+i««a)-. 

welche GrSsse bekannt ist, wenn man (cosa + imna)" kennt. 
Dnrcb nnmittelbare Multiplikation ergibt sich: 
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(«t>(a + iniis)°. Der UuomUoh« Satz. 11 

d, h. nach eiDem elementareD Satze: 

{eMa,-l-i««in,)(<oiii, + i«no,)=^«i«(<i,+o,) + i»B(B,+a,). (16) 

Daraus ergibt sich sofort 

(«MO, +iriBn,) («MIX, +l»«ni,) (cfl*Oj +i»Mi «,)=[«(«(([, +a,) + iri»{ir, + a,)IX 
{cota,'j-i$ma,) = tot(a,+a,-\-itt) + itm(a,+a, + i,,), 
Dnd allgemein: 

(«MB, -(-i«i»o,)(«o»a, -Pinna,) (cmo, + i #«10») =:eM(a, +«, + .. + «.) 

+ iri«(B,+B, + . . + «„>. (17 

Setzt man hier «, =0, =,.. = «. = «, bo irird die erste Seite za 
(«wa + ifiina)", so daas 

Dieser Satz ist jedoch nar für ein positives ganzes n erwiesen. 



Der binomlEChe SMx. 
I. Man findet dnrch anmittelbare UultiplikatJon leicht, dass folgende 
Gleichungen richtig sind: 

+ .,.= l+». + ^,. + 3^^.. 

* ' i 1.2 1.2.B 1.2.3.4 

In diesen Formeln igt anf der zweiten Seite ein Gesetz bereits so klar 
aaagesprochen , dass wir vermathen, es werde aoch 

* ' ~ l 1.2* 1.2.3* J.2.3,4* 1.2.3.4.5' 
BByn. Um diess zu beweisen, wollen wir den Werth von (1 +b)* mit l +z 
maltipliziren, wodurch wir jedenfalls (I + z)' erhalten mSssen. Diese Multi- 
plikation gibt: 





-Hl 


I.+-J-. 


N'nn ist 






f-- 


M 


_5 
~ l' 




* DieMr 8ati folgt tuch sofort am (16). Für 0,^11,^11 iitnSmlich (eoia+itHia)' 
~Mt2a + i»ui2a.AUo(eo>a-^ima)'={eoia + iiina)'(eoia + iiina)^(foi2a+\tmitt) 
(eota + iiina). SetztmaanuD in (16) a,=2o, a,=a, to i*t(eoi2a+lti»2a.){eota + iiina) 
= co(3a + infl3a, mt itM ieoia + lnna)'^eoi3a + irinSa. Wie man hier weiter gefam 
kann, iit klar. , 
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4.S.2 *.8^ 4.8.2 4. 8. 8 ^ 4.3(2+3) ^ 4. 3. 6 ^ 8.4.8 

1.2.8 1.2~].2.3 1.2.3~ 1.2.3 ^ 1 .2.3~ 1.2.3' 

4.8.2.1 4.3.2 ^ 4,3.2.1 4.3.2.4 _ 4.3.2(1 +*) _ 4.8.2.B _ B.4.8.2 

1.2.3.4 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3. 4~ 1.2.3.4 ^1.2.8.4~i.2.3.4 ' 

4.3.2.1 _ 4.3.2.1.5 _ B.4.3.2.1 

1. 2. 3. 4~ 1.2.3. 4. B~ 1.2.8.4.5' 

SO dass wirklich der obige Werth vod (1 +z)'' erscheint. 

BDdet man durch Multiplikation mit 1 + z daraus (l+E)^ so ergil 

eich ganz eben so: 

, , 6.6.4 , , 6.6.4.3 , , 6.6.4.3.2 , , 6. 6. 4.8. 2.1 



( -^'i ~ +j'+l^' +1^2:^' -• 12.3:*' 'i.Z.S.i.h' ' 1.2.8.4.6.6"" 
Ist man dabei auf die Bildungsweise aufmerksam, so ergibt sich sofort, 
daae allgemein: 
ri I xl—l 1 "i I °t°-l) . , ii(d-1)(« -2) I °(B-l)...l 

(l+z)_t+yl+-j-^-. -H j-^ ,+..,. + _____, ,{19) 

welcher Satz hieiuit für ein positives ganzes n erwiesen ist, und wobei die 
Abkürzungen aus dem Vorhergehenden verständlich sind. * 
II. Die Zahlen 

'■ r 1.2 ' ■, ' 1.2. ...n ■ ^^' 

welche in (19) erscheinen, heissen die Binomialkoeffizienten fiir die 
Potenz n. Sie besitzen die Eigenschaft, dass die Reihe (20) rückwärts und 
vorwärts gelesen genau dieselbe ist. 

So ist ersichtlich ° ^ o = l, da Zähler und Nenner genau die- 

selben Faktoren haben; also sind die erste und letzte der Zahlen (20) gleich. 

Die benachbarten sind 

T""S.2....(»-i)- 



* Will man einen Bewsii nach den Regeln, bo Terfifart man in lolgeailsT Welse. An- 
genommen, ei ley der Skti (19) erwieaeD fOr n =: 2, 3, 4, . . . , r, lo du» also 

Mnitiplizirt man beldeneitJf mit 1 +1, eo vird die erste Seite zn (l + i)' + ', vlbrend die 

iveite, venn man in der frflhem Weise ordnet, vegen 

L + .='_±I r(r-l) r_ (r + l)r r(r-l)(r-2) r(r-l) ^ (r+l)r(i^l) 

1 1 ' 1.2 1~ 1.2 ' 1.2.3 1,2 1.2.3 '' * 

gibtl + '-±l. + ti4a)r^,_^ + J^+iil^,, + .. ,„d„,aUo.a.h 

rJ-1 (r+Dr . (r + ])r(r-l) , <r+l)r... I ,^, 

1 1,2 1.2.8 1.2..(r+l) 

Da dieea Gteicbnng ans (19) folgt, vean mun fDr n setitt+1, so Ist hiernach die 
Oleiebnng (19) BDch als ricbdg faernnden für n = T+I . venu eie nnr fOr D = r richtig «aiv . 
Für □ = 3 kann man sie aber durch nn mittelbare Hultiplikation als richtig erkennen j somit 
istiie noihirendig aoch richtig fBr D^4. ^ Da eie also IQrn^4 liobtig lEt, so ist lie es, 
nach derselben Schlussweise, auch fflr d^:^6, n. a. ir., für alle gaoien positiren n. 



n+t)-- 
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Der Zähler des letzten Bruches enthält alle ganzen Zahleo'von 2 bis □, 
der Nenner die ganzen Zahlen von 1 bis n — 1 ; lässt man also die Faktoren 
2, 3, ■ . . , n — 1 , velche im Zähler nnd Nenner vorkommen, weg, so bleibt y , 
d. h. die zweite Zahl in (20). Eben so ist. 

D(n-X)^ n(D-l)...3 B(n-l)(n-2) ^ ■■(p-l)...* 

1.2 1.2...<ii — 2)' 1.2.3 1.2...{n — 3) "■*■*' 

III. Setzt man in (19) ^=^r> ^° erhält man 

^ a' 1A 1.2 ii"^-""^- 1.2,..ii A" ■ 

Mnttiplizirt man diese Gleichung beiderseitig mit A° nnd beachtet, dass 
A"(I + J>"= [A (1 + |)]' = (A + B)', so ergibt sich 

{Ä + B)- = A- + ^A— B + !^^=i?A-'B'+ + °^°~'^;^-^ B-.(21) 

Formeln für totna, tia Da. 

IV. Wir wollen in (21) setzen A = cosa, B =inna, so ist B' = — «in'cc, 
B*;^ — iwn'a, B* = «n*a, u. s. w., so dass 



. h. wenn man den Satz (18) in §.4 beachtet: 



ii--' 



worin die einzelnen Reihen nach dem in den ersten Gliedern ausgesprochenen 
Gesetze* fortgeführt werden, bis sie von selbst abbrechen, was immer ge- 
schehen wird, da die Faktoren abnehmen, also Nnll erreichen mfissen. 
Gemäss dem Satze (14) des §.4 folgt hieiaos sofort: 

»(n-Ü ^ ., n(n~l)(o-2){n-S) ^ ,. 1 



Ffir n =^ 2, 3, 4 ergibt sich hierans : 
eot2a^eoi'a — «tn'o, eot3a=eot'a — 3eotatin'a, «otia^eoi^a — ^eoi'ann'tt + tin'a, 
tin2a^2eotatma, *in3o=3cM'i)jtna— nn'o, rinitt^zicM'anna — AanttHn'ii. 

§.6. 
Gtieiweithe. 
I. Wir wollen in dem Bruche 5^^ die (positive oder negative) Zahl o: 
als veränderlich betrachten und ihr Werthe beilegen, die nahe an Nnll liegen; 

■ Die Reihen schreiten mit irecbtelnd'eo Zeichen fort, nnd ist Immei ein WtA dn bl< 
nomisdien Formel (21) überspraoiten. , ~ 1 

I Google 



alsdaon ist der Werth des Bnichee nahe ao ^ »ikI man kann a immer Dahe 
geDQg an Nnll nehmen, d&mtt der Urach ^ij^ von ^ um weniger als die be- 
liebig klein gewählte GrOsee ß verschieden sey. 

Ist n^Iicb a>0, so ist^^T- < ä; soll aber der unterschied kleiner 
als die (positive) kleine Zahl ß seyn, ao muss 

5-2-T-.<'' '•'• tS^<* ''■'■■ 4-Ti-.<' 
seyn. Wählt man (das positive) u nnn so, dass T'^ßt ^^ '^^ gewisss anch 
—^^ < j3, und es genügt somit, (c<4j? za nehmen. Ist«<0, so setze 
man a=—a' und hat a'>0; aUdann ist 5— - = 53-; > \ (für kleine «'), 
und es wird also , damit die Differenz unter dem (positiven) kleinen ß liege, 
seyn mfissen: 

a- + 2^?<*ß, o'CH-2(f)<4|», a'K—L.. 
Sobald also «' < , .„, ist ^— von s "m weniger ala /? verschieden. 

Lässt man hiernach in dem Brache 53^ die (positive oder negative) 
Zahl a gegen Null hin gehen, d. h. der Nnll sich nähern, so geht der 
Bmch gegen gt.d. h. nähert sich ^. 

Die Grösse ^ nun, der =— - so nahe kommen kann, als man will, wenn 
a abnimmt (d. h. gegen Null geht), nennen wir die Gränze oder den 
Gränzwerth von • ■ ■ ■ mit abnehmendem (d. h. gegen Null gehendem) a, 
und bezeichnen dieselbe durch Vorsetzen des Zeichens „Or", so dass 

-^M- ■ . 

Eben so ist, wenn a in derselben Lage. sich be&ndet: 

Vm etwa den letzten dieser Sätze fBrmlicli sa erweisen , hfttte man nur zu seigen, 
dass log - — -, wenn a sieb Nnll nähert, der GrOsas log 1 (^ 0) sieb nähert. Da- 
mit aber 

hff^^-toffK:?, niusi;oj'y^<^. ?^^<10'',o + i<i.n/,a<ill0''-l] 
seyn, wo wir a positiv gedacht haben, u. s. w. • 

* £■ bedarf jedoch dieser weitlBufigen Uot«rga«hiuig nicht. Weiss man, dass venn a 
nahe an Voll Ist, fOr kleine Aendenugen Tonn auch log- sich ddi irenig Sndert, so erbalt 
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ÜueedhelM gtODiMriiBbe lUibe. 1 5 

Es kann sich anch ereigDen , dass die eich ftndemde GrüBse mehr unä 
mehr anwächst, oder, wie man alsdann -sagt, anendlich gross wird. Aach in 
diesem Sinne lässt sich von einer Gränze fiprecbeD, nnd man aolite allerdings 
ein etwas verändertes Zeichen brauchen. Da wir in der Begel nicht in diese 
Lage kommen werden, so wollen wir davon absehen nnd nar besonders daran 
erinnern , wenn der Fall eintritt. Für unendlich wacln^nde (positive oder 
negative) a wäre also 

Wir haben die Grtisse a gegen oder gegen cd gehen lassen. Diess ist 
jedochbegreiflicher Weise nicht nnerlässlich, indem wirflberhanpt unter dem 
Gränzwerth einer von a abhängigen Grösse A den Werth ver- 
stehen, dem dieselbe sich nähert, wenn a einer bestimmten Zahl a 
sich nähert Diese Zahl ist freilich meistens 0, wenigstens werden wir in 
unsem Anwendungen diesen Fall als den gewöhnlichen vor ans haben. 

Ads dem Vorstehenden ergibt sich sofort die Bedingnng, nnter der maii- 
Ton dem Gränzwerthe einer Grösse sprechen kann. Sie beisst: 

Ist A abhängig von der Zahl ti, nnd man kann eine Zahl B angeben, 
von der A beliebig wenig verschieden ist, wenn a wenig von a verschieden . 
ist, so beisst B der Gränzwerth, dem A sich nähert, wenn « gegen a geht 
(wobei a immer grösser als a, oder immer kleiner seyn kann). Fttr a = 
wird man also sagen: ' * 

B ist der Gränzwerth von A, wenn die Differenz B — A tilr kleine (po- 
sitive oder negative) a beliebig klein werden kann (kleiner werden kann, als 
eine noch so kleine Zahl). So ist der Gi'änzwerth von sina (bei abneh- 
mendena a), da sich geometrisch sofort ergibt, dass aina fBr kleine (positive 
oder negative) a der Null beliebig nahe gebracht werden kann. Eben so ist . 
1 der Gränzwerth von cosa. * 

Sninme der nnendUaheii geometriachen Beibe. 

IL Man hat (§. I) 

a + a, + aq' + + .,-. = 5Ö=f = i^l^. (23) 



-I 



man Cr log «u (off , wenn mtn kmtMeg a^O (Btxt. Denn fBr Wortbo lon a, 

die aehr wenig ton Kult Terscbleden dnd, ist log seht wenig TOn dem Weithe Ton 

loff , d.h. TOuIo^l^O Tereohieden, und kann alto der Unteicchied beliebig klein 

werden. Jene Eenntniss werden wir aber im Folgenden erlangen. 

« Wollte man eben so lagen, OC ley deiOränzwerth tob — , loliat diessdeufaalbkeinen 
Sinn, weil cfi keine bestiininte Zahl ist. wai begreiflicber Weiie bei den oben als Qrbiz- 
weitben bezeichneten GrUasen der Fall «eyn mass. — Deeshalb ist anoh eine Di^eion mit 
nie gestattet. — Wie machen hier darauf aufiaerksam, weil mit dem Zeichen gOt d. b. der 
Di^ion mit 0, mweilen Unfbg getrieben wird. 
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16 DneDdUehe geoinelri»cli« Reih«. 

Lsssen wir hier die (guze) Zahi n grösser werden, so vermehrt eich mit 
ihr die Anzahl der Glieder der geometrischen Reihe, und deren Samme, die 
mit TOD D abhängt, ändert ^ch natQrlich eb«nfalla. Denken wir nns nnn, 
n wachse nnbegränzt (werde nnendlich gross, wie man eich anazodrOcIiea 
pflegt), so verwandelt sich die Reibe in eine anendliche; geht die GrOss« 
— _^j — alsdann gegen einen bestimmten, endlichen Werth hin, d. h. nähert 
sie sich mit nnbegräozt wachsendem a einer Gränze, so nennen wir diesen 
Werth die Snmme der unendlichen geometrischen Reihe. Dieser 
Grosse nähert man sich also desto mehr, je mehr Glieder der Reihe — von 
Anfang her — man ZDsammen nimmt. Um diese etwa bestehende Gränze 
zu finden, müssen wir aber zwei Fälle nnterscheiden. 

1) q > 1. In diesem Falle wird q' wachsen mit wachsendem n, so dass 
die Summe immer grosser wird, je grösser n Ist. Es kann also jetzt von 
keiner endlichen Gränze die Rede seyn, vielmehr wäre — wenn man von 
einer Snmme sprechen wollte — dieselbe als cc zn bezeichnen. * 

2) q < 1 aber positiv. Jetzt wird q' abnehmen mit wachsendem n, 
nnd man kann n immer gross genug nehmen, damit q" von NoU so wenig ver- 
schieden sey, als man wolle. ** Daraas folgt, dass der Gränzwerth von q" 

(mit wachsendem n) Nnll ist nnd mithin der von — — ^ gleich — % = r-^. 
•* . q-l " q-1 1-q 

Demnach ist 

» + aq + »q' + aq' + = ^,q<;i (24) 



* E« bt leidit IQ lelgen, dsn die Somme griiuec wwden kann, als dia beliebig poiM 
ZsU A. Denn damit -■ ^ ■ '^^ ^^ > Ä, miu* a (q" — 1) >(q — 1) A, q- > 1 -h - (q— I). 

, i fo?tH-|(q-i)J 

niiyq>ii>yll + — (q — D], n> leyn , wu immei tbanllch iit, da n 

leilabig groM werden kann, a denken wie am dabei poiiÜT, A naWilich anch , *o dau q lo- 
woM all 1 H — (q — I ) pocttiT nnd grtuer all I , ihre Logarithmen aleo poildT und. 

** Soll q' < a aern, vo a beliebig klein (and poiiÜT), » nmu q nMilrlioh «in (poiUlTer) 

Acbter Brach, d. h. <1 leyn. S«y alMq=-, ■oiitp>l, and n«leleh a = — , to itt ff 

P P 

■ehr groBs, wenn a sehr klein seyn sali. Da q":=~, «a mati alio — <C— aeyn, woia ge- 
bort, da« p" > j* gey. Darans folgt nioirp>i<w(». n>^^. Wlhlt man also n derart. 

'»SfV 

te iit q"<o. Eeltat lieh aber anch sofort loigen, dais die Differeni — ^ ^ '^ ~ - 

1 — q q— I 

d. h. ■ j - j^ — beliebig klein werden kana. Denn dieaelbe irt ^ q'nnd da q" 

ao klein werden kann , ali man will , lo ist anoh q° oothwaDdig In deneBien Lage. 



1+H 



lobalt der dreiieitigeii Pjratnid«. 1 "J 

WO dorch die Punkt«, denen keiu letzte« Glied folgt, angedentet ist, daes die 
Heihe unbegiäuzt fortgeführt wird. 

Was den Fall q = 1 , der zwischen beiden liegt, betrifft, so besteht (ür 
ihn keine eigentlich geometrische Reihe, da die Glieder alsdann sämmtlich 
= a sind. Ins unendliche fortgeführt wird keine endliche Somme er- 
scheinen kiiDnen. 

Wir haben dabei a and q immei Dar posiUv gedacht. Für ein negatires a ireebMln »IIa 
Glieder blau d*s Zeicheii and ebenso auch die Soioniej die (21) beEteht also immeriiin. FQt 
ein negatirei q= — q' kann maa die Reihe in ivei zerlegen; 

a + aq'' +aq" + .... — (aq' + aq"+ aq" + ..,.), 
Ans (23), welche Formel unbedingt gilt, folgt sofort, dass fOr q';>l keine endliche 
Summe erscbeint. F(lrq'<^l (aber posltiT) erbft]( man nach (24) da jetzt a+aq'* + aq'* 

+ ... = ^_ „ . aq' + aq''+aq" + ...=:q'(a + aq'' + aq'*-+-,.) = q'- alz Summe: 

a aq' _ a(l — q') _ a (l — g") _ "^ _ » 

i_q'i i_q.« i_q'. (i_q.)(i+q') 1 + ,. i_q' 

d. b. wieder die Formel (24), welche alio gilt, venn q ivischen — 1 and + 1 liegt. 
Setzt lUBR a^^, q:;=| in (24), so erg;ibt sich: 

. -:^r: 

Es lässt sich dieses Erg;ebniss in folgender Form aussprechen : Nimmt man von 
einer Länge die Hälfte, vom Rest wieder die Hälfte, Ton dem jetzt bleibenden ßest-e- 
abermals die Hälfte, u. s. w,, so betragt die Summe Hller so erhaltenen Theile, wenn 
man unbegränzt viele Male das Veiftihren anwendet, die ursprüngliche X^änge wieder. 
— Xn dieser Fonn z«igt es sich dentÜcb, wie man sich der ganzen Länge mehr und 
mehr nähert, je Öfter man da» Ver&bren anwendet. Nach der. n'*" Theilung ist 
dor Best Boeh — , welohe Zahl immer klein» wird, wenn n wächst. 

Inhalt der dreiseitigen Pyramide. 

HI. Sey G der Inhalt der Gmodfläcfae einer dreiseitigen Pyramide, II - 
deren Höhe. Man theÜe letztere in n gleiche Theile and lege durch die 
Theilungepnukte Ebenen, parallel der Grandfläche.' Die Schnitte dieser 
Ebenen und der Pyramide sind Dreiecke, ähnlich der Grundfläche. Ihre 
Flächeninhalte seyen, von der Spitze angefangen, g,, g,, ..., g„, wo also 
gn = G seyn wird ; die Entfernung je zweier dieser Schnitte ist - ; nberdiess 
ist g, <! gj < gl < ■ ■ ■ <! g»' Zwischen den Ebenen , in denen die Dreiecke 
g, nnd g,.^i liegen, wollen wir zwei Prismen beschreiben, von denen das eine 
aof g, aufstehe und seine drei Seitenkanten parallel einer der Seitenkanten 
der Pyramide habe, das andere aber auf g,^, aufsteht und seine Kanten 
parallel mit den vorigen sind. Das erste Prisma fällt nun ^othwendig ganz 
in das Innere der Pf ramide, ist also kleiner als das Pyramiden stGck zwischen 
den beiden Ebenen; das andere Prisma ist eben so nothwendig grösser als 
das R'agliche FyramidenstUck. 

2 , Gpo,^|^; 



1 g InliAlt der dieiiritlgeD Pymnlde. 

Du erste Prisma wird also ffiglicfa ein in die Pyramide eingeschriebeneB, 
das zweite eio derselben umschriebeDes geDannt werden können. Das ein- 
geschriebene ist kleiner, das umschriebene grosser als das PyramidenstÜck. 

Dieselbe Konstruktion soll nua zwischen allen Schnitten, die anfein- 
ander folgen , voUt^hrt werden , und zo oberst zwischen der Spitze und dem 
ersten Schnitte ein Prisma nmschrieben werden (das eingeschriebene wSre 
hierNall). Dadurch erhalten wir a araschriebene, und n — 1 eingeschriebene 
Prismen, von denen dasselbe gesagt werden kann, wie oben. Desshalb ist 
die Samme der umschriebenen Prismeo grösser als die Samme der Pyr&mi- 
denstücke, d. h. als der Inhalt der Pyramide, die Summe der eingeschriebenen 
aber kleiner. Kennen wir S die Samme der umschriebenen, s die der einge- 
Bchriebenen Prismen, P den Inhalt der Pyramide, so ist also 
S>P>«, «»mS — P<S — i. 

Geht man von der Grundfläche aus, so ist aber je ein eingeschriebenes 
Prisma von gleichem Inhalt mit dem nächstfolgenden umgeschriebenen, da sie 
auf demselben Dreieck stehen und gleiche UShe haben. Daraus folgt sofort, 
dasB die Differenz S — B gleich ist dem ersten umschriebenen Prisma, das 
auf der Grundfläche aufsteht und dessen Höhe — ist. Läset man nun n 
beliebig gross werden, bo wird - beliebig klein, und eben so der Inhalt dieses 
Prismas. Daraus folgt, dass man n immer gross genug nehmen kann, damit 
S — B beliebig klein ausfalle, also von Null so wenig verschieden sey,. als man 
will. Demnach ist der Gränzwerth von S — b gleich 0. Nun ist 
S — P zwar immer < S — s, wird aber nie negativ, da immer S > P, woran« 
folgt, dass mit wachsendem n auch S — P gegen gehen musa, so dass also, 
wenn Or sich auf ein unendliches Wachsen von n bezieht, 
ffr{S— P)=a 

P, als der Inhalt der Pyramide, hängt von n nicht ab« ändert sich also 
auch nicht mit dieser Zahl, was nur bei S der Fall ist. Geht also S — P, 
wo P unveränderlich bleibt, gegen ü, so ist dieas nur möglich, wenn S gegen P 
geht. Demnach ist 

P = Öra 

Sucht man also S als Funktion vonn, und bestimmt den Gränz- 
werth dieser Grösse f8r ein unendlich wachsendes n, bo hat man 
Vermittelt. 



H' • G H' ' G H' ' ' 

= ;^l',g. = i2-,g.=Ä3. 
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InhftH afBer KogeltotM. 

Daher 

« H H H GH, . . 

8 = 8. - + g, - + .... + gn-=p-{l'+2»+8'4-.. ..+!■')•= 

qHD<n + l)(2n + l) _QH (n + l)(2D^I) 
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Hier h&ugt -^ von n nicht ab; mit uDendlich wachseiidein n aber geht 
2 + - + ^ gegen 2, da -, — gegen Null gehen (wie bereits oben gezeigt); 
demnach 

die bekaDDte Formel der Stereometrie. 

Inhalt einer KngeUom. 

IT, Wir wollen in einer Halbkugel ivei Ebsnen parallel der Gmndfläclie der 
Halbkug«! (gröMter Kreia) gelegt denken, deren Abstand h lej. Die Ealbmeiaer 
der beiden Schnitte sejen r und ^, war^ß; ferner R der Halbmeuer der Kogel, 
a der Abstand dea ersten Schnitt« (vom Halbmester r) Tom Hittelpunkt der Kugel . 
Man soll den Inhalt der Kugelzone zwischen beiden Schnitten ermitteln, 

Ist X der Abstand irgend eines Schnitts Tom Kngeltnittelpunkt, y der Halb- 
meMer desselben , so hat man immer y'^=R' — z\ 

Wie in in. tbeilen wir nun h' in n gleidie Theile und legen duroli die Theil- 
ponkte Ebenen puallel der OrunddAche. Die Schnitte denelben sind &eise, und 
da die Abstände Tom Hittelpunkte sind: 

h ^2h ^nli 



* Dm die Snmme ]* + 2'. , . 

3a'b + 3ab'— b':« = l, 2.3, . 

=(l — 1)»=1'-8.1' + 3.1— I, 1 

l' = (2— 1)' = 2' — 3.2* + 3.2 — 1, I woTioi durch Addition, Mit BerOckuchtifong 

2' = (3— 1>» = 8»— 8.3'+3.S— I, 1 , „, , . ,_^„_^o_^ _j_ "(n+l) 
^ ', ) der Glelchaug H-2+8 + .. + n= — - — 

\ folgt: 
(n-l)' = (n — l)' = n'-a.n' + 3.n-l. ] 

l' + 2'+.. + (a-l)' = l* + 2' + ... + n'-3(l'-t-2'+... + n') + -- ^^'^' -^-n. 

d. h. vHmnaa l*+2*+.... + (n — l)*bridBneiÜK'*eglaut: 

= .--8(,' + 2- + ...+n.) + l^^ia-., 

3C. + 2. + ... + .., = .._.-K'-ü<Vtü=^&±M=±S. 



^ _. n(iH-l)gn-l-l) 
NuflrUeh dann uch l'+2'+3' + ... + {ii— 1)' = 



l' + 2' + 8' + ... 

I)n(2n-1) 
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20 ADgeiMiDei Sati über Oraiiiverth«. 

so Rind die Quadrate der EalbmeaBel dieier Schnitte : 

K._...B--(.+ i)", , R'^(. + ^)'. 

Uan errichte nan über jedem Schnitte zwei Zjlinder, die an den nlchateit 
Schnitten enden, und zwar den einen nacb unten, den andern nach oben (mit Ans- 
nahme des Schnitts vom Halbmesser r, wo bloss nach oben, und des Schnitts vom 
Halbmesser f,'wo bloss nach unten hin konstruirt wird.) Genau wie in HE. ergibt 
sich, dass wenu S die Summe aüer umschriebenen Zjltnder ist, P der Inhalt der 
Kugelzone, s die Summe aller eingeschriebenen Zylinder: man habe: 

S>P>s, S-P<S-s; Ör(S — ») = 0. er(S — P)=0; P=örS. 

h 
Was S anbelangt, so ist, da die Hohe jedes Zylinders gleich — Ut: 

... + R._(.°+2.°!LZll|, + 0!^'b.)] 

= ^|nE'-n.'-?pb(l + 3 + 3 + + «-l)-^(l" + 2' + ... + ;^:^')l 

^.MB.-.-)-^-'.'- -'7" -'g' '-"■„"■-" 

Daraus aber folgt 

ft-S = «h(R' — a')-8iih' — ^ = P. 

Nun ist r* = R* ~ a*, p' = R'— (a-t-h)*, woraus 3r'4-3ß*+h'=«R' — 
— 6a' — 6ah — 2h*, so dass auch 

P = (3r' + 3(.'+h')'^. 
welche Formel den gesuchten Inhalt gibt. 

ror eine Kugelhauhe ist e = 0, also ihr Inhalt = ^ (3 r' + li'); t&i die 
Halbkugel i3t$ = 0, r = R, h = R, abo der rnhalt= -g-(3B'+R') = gffE*. 

Atigemeiner Satz aber GrSDEwerthe- 
1. Wir haben ia den letzten Beispielen des §. 6 bereitB von einem Satze 
Gebrauch gemacht, ohne ihn förmlich ansznsprechen. Wir fanden nämlich, 
da«s wenn S>P>g ond(?r(S — s) = auch ör (S — P) = aeyn müsse. 
Ist aber <?f (S — a) = 0, so mnss nothwendig OrS^Ors seyu, eo dass 
wir nicht nur P = ÖrS, sondern auch P = €fr& hätten setzen könneii. Der 
fragliche Satz kann in folgender Form ansgesprochen werden: 
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„Seyen P, Q, R drei GrösBeo, die BämmtMch von a abbtogen, and die 
immer, oder doch fBr alle Werthe vod tx, die wenig von einer bestimmten 
Zahl a verschieden sind, der Bedingang genfigen . 

P>Q>Ri (25) 

ist ferner, venn a sieb a nnbegränzt nähert 

arP = GrR,' <26') 

eo ist auch 

erQ = öVP = ÖrR''. (25") 

Die (26") kann, ohne eigentlichen Beweis, sofort als einleuchtend an- 
gesehen werden. DaQDach(25)inimer zwischen PundRliegt, die letztem 
aber nach (25') sich unbegränzt einander nähern, somussdas zwischen ihnen 
liegende sich ebenfalls rliesen beiden nähern. — WUI man einen förmlichen 
Beweis, so kann er so geführt werden: 

Da C1<P, so sey Q = P— p, wo e positiv ist; da C1>H, so sey 
Q = R-t-e', wo q' ebenfalls positiv. ' Demnach P — Q + p, B = Q — p', 
P — R = e + e'. Da P und R sich nnbegränzt nähern, iiach (26'), so raasa 
also €fr (g + p') ^ seyu. Da aber q und p' immer positiv sind, so kann 
ihre Summe nur gegen Null gehen, wenn jede der beiden Grössen in derselben 
Lage ist, so dass also <?rp^ff»"p' = 0. DananQ = P — g, die Grösse p 
aber gegen Nnll geht, so geht Q gegen P, d. h. (?r Q = örP; eben so folgt 
■US Q = R + e' auch Gfr Q = GVE, was dann die (2ß") gibt. 

BeEtiminDng des Gr&Dzverthea von — — . 

IL Lässt man in dem Bruche — - den Bogen a gegen Null gehen, sieht 
ihn ^er als positiv an, so ist 

ar^^=l. (36) 

um diesen Satz zu beweisen, beachte man, dass fiir kleine a immer 

d.h. 

ipa>a>äna. 

Daf^a= — , so ist also auch — >a, ema> acoea, — '^cos«, 
mid da «na < a, — - < 1 , so ist 

■ -— >mwo, — -<1 d. h. 1>— — >i!i«i>. 



• Die Bedingung (^(P—R)=:0 ist im ÄlIgemBioen wohl dieselbe mit <?rP — örR; 
in betondern Fallen kannte ]edoeh An&tand erhoben werden. Ek kann lich nSmlicb ereignen, 
aus P nnd R nnendlieh werden, wlilireud ihre DilFerenz gegen Na)] geht Es ist diesä dann 
der Fall, wenn diejenigen Glieder, welche F nnd R nnendlieb machen, in behlen dieselben sind, 
rieh in P-'R also anfhehen. Gehen aber P nnd R gegen endUche GrBnien, so sind die Glel- 
dinngeD dr (P — B^^^Onad OrF = (lrRäa und diuMlbe. Letzteres war in %. 6 der Fkll. 



aa WrlMwertB TOD — = . 

In (26) Ut »Iso P = l, Q = ^^, ll=^co8a, und da P nnvertoderlich, 
also örP = P = 1, ferner örR = Grcoea bekanntlich = I (§. 6, 1.), so Ut 
Ch-P = OrR= 1, mithin nach (25"): 

wodurch die (26) erwiesen ist. (Vergleiche mein Handbuch der Trigono- 
metrie, erste Abtheilnng §. 15.) 

j)a ^j - ~"°' =s^^, so gilt die (26) aach, wenn das negative «gegen 
geht. 

GrBDtwsrtb einet Sninino a, + o, + . . . -t- On. 

in. Seyen die Grösseo «,, Ki, . . . , «b sftmmtlich Tom der GrttMe a abh&ngig 
and »o heaehaSkn, data wenn a sich unbegr&iiEt aäb«rt, auob alle diese GrOssen 
*ich nähern, so ist die Somnie «, •+- a, +... +a» »n derselben Lage, wenn n 
eiae positira ganze Zahl ist. 

Denn ist a, diejenigen der GrOssen o:, , ...,«„ welche den grOssteo , Ob die, 
welche den kleinsten Wertb bat, so ist ersichtlich 

o, -4- o, + ....+ On < n 0( , o, + o, + .... + o, > n 11» , 
so da» 

n«f >«, + ««-*-. .. + o>i!>inii. 
Da aber«,, Kk, wie alle andern, gegen Null gehen, so sind na,, noTk in derselben 
Lage. Altoist in(25)P = n«„ R^dos^ und die (25') erfQUt, wobei GrP = 0. 
Demnach gibt die (25"): 

Or (<,,+o, -)-... +o.) — 0. 
Hierbei ist allerdings n als bestinunte, endliche Zahl anfEofassen, und wenn die 
Dinge sieb anders Terhalten, ist der Satz nicht als erwiesen zuzulassen. 

Grloiwertli der SrOsie ~ * '-^ -. 

IV. Sejen die Grdssen a, , a,, .. . , a„ der Anzahl naäh n, so beschaffen, 
dasB sie sämmtlich gegen Null gehen , wenn die Grösse n , von der gie ab- 
hängen, gegen Null geht. Dabei vermehre sich aber ihre Zahl nnbegränzt, 
so dass also n immer grösser wird, wenn a kleiner wird. Alsdann ist 
^ a.+«. + ... + a;.^P (27) 

Denn eey wieder a, die grösste, a^ die kleinste der GrOssen a, , . . , a„ so ist, 
wie in III : 

no, >a,+a, -l-... + B„>n«ik, 
also anch t>ei beliebig grossem n : 

«,>=* 1—^ >ak. 

Da nnn «„ «t, wie überhaupt alle Grössen a,, a^, . . ■ gegen Null geben, 
wenn a gegen Null geht,~8o folgt aus I. unmittelbar die Richtigkeit noserer 
Behauptung. 
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In det Begel wW UsInI a= — Myo, vo k ciei endliche Z*U. Der Sati uThn iit »bar 
Ton III n&tOrilch twiefaleden . dK }MeC nicht mehr beh&nptet verde» kana , dan n o, , □ ot 
gegen Hiül gaben, iaden mit abnahmanden a die Zahl n unbegibiit vSehit. (VctgMehe 
«. 41, !)■ 

HUbsati Ittf äe folgende nnMnnehnng. 
V. Ist in der Reibe 



(38) 



welche endlich oder aacfa nnendlicb seynkaDD, keiner der Koeüfizienten a, b, o, 
. . . anendlicfa , eo kann man imnier m gross genug nehmen, dass der Werth 
von a, ohne RScksicbt auf sein Zeichen, mehr betrage als die Summe aller 
abrigen Glieder. 

Ist k der seinem Werthe nach, also ohne RQCksicbt anf sein Vorzeichen, 
grOsate der Koeffizienten b, c, d, . . . . , so genfigt es zu zeigen, dass man 
haben kOnne 

•>^ + ^+^+ {28') 

WO a und k als positiv angesehen werden. Denn unter allen Bedingungen ist 

'_+VA+ >i+A+^+ 

SO dasB, wetan (28') erfüllt ist, gewiss auch 

»>i+A.+J_ + (28") 

Ist aber m> I, was hier offenbar der Fall seyn mnss, so heisstdie(28') - 
auch (§>6): 

_k 

»>-!L_, d.h.»>^j^, (ni-l)a>k. m>I + ^. 

Da immer ni'> 1 + - gewählt werden kann, so ist unsere Behauptung 
erwiesen. 

Ist nun in (28). a positiv, so kann man also das positive m gross genug 
nehmen, damit die Summe der Reihe positiv und kleiner als 2a sey; ist aber 
a negativ, so kann man m so wählen, dass die Summe der Reihe negativ sey, 
aber zwischen und 2 a liege. 

Da ' 

^ m'+ ' m' + ' ■ m' m m' 

SO kann man also auch hier m gross genag wählen, damit die Summe 

zwischen und ^ falle,- was nach dem Vorstehenden flir positive n&d nega- 
tive a gilt. — Wir werden flir r = 1 von diesem Satee Gebrauch maobeo. 
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§.8. 

Ermitdung du GrlDiverdiM *od f 1 H — ) 

I. Wir wollen anDehmen, m sey eine positive ganze Zahl, welche nnbe- 
grSnzt wachse und den Werth zn begtiramen soeben, dem sich(l + -) 
nnter dieser Voraasaelanng nfthert. 

Ans der Formel (19) in §.5 folgt, wenn man z = - setzt, Ithr ein posi- 
tives ganzes m: 

V n,^ '^Im 1.3 m' 1.2.3 m« ^ 

, ni(ni-l)..-.I 1 



= 1 + 1 



m ■'"1.2.3m m 
1 m m — 1 m — (m — 1) 
1.2. ..mm m "" m 



=-ÄO-ö*ti(-£)0-l)- ■ 

Das n" Glied dieser Reihe ist 

ri-.(-.O(-!)-0-^)' 

WO natürlich n höchstens = m ist. Da dieses n" Glied jedenfalls kleiner als 
-— — ist, indem das Prodnkt (i jfl J — (l— ^^^ j kleiner als 

1, Qberdiess aber alle Glieder obiger Reihe für (l + -) positiv sind, so 
ist jedenfalls 

V"'"mJ "^ "*" 172 "^1.2.3 "*""■■■"■■■"'" 1.2. .7^' 

Die Grosse 



in der man die Zahl der Glieder beliebig (unendlich) gross nimmt, beträgt 
sicher mehr, als die zweite Seite dieser Ungleichung, die nur einen Tbeil der 
eben genannten Reihe enthält. Mithin ist 



(-m^J 



<2+- 



1.2.3 1.2.3.4 ' 

WO doTch die beigefügten Punkte angedeutet ist, dass die Reihe nnbegränzt 
fortzusetzen ist. 

Bricht man diese Reihe mit dem Gliede ^-^ — ab, wo n beliebig aber 
ganz, so sind die folgenden Glieder 
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1.2...{ii+l) 1.2...<D- 



1.2...{ii + l) ■■ D + a^(ii + 2) (ii + 8)^(n + 2)(n + 8>(ii+4) 

Setzen vir Btatt n + 3, d+4,,.,. die (kleiaere) Z&bl n + 2, 
die eingeklammerte Grösse, die daan zu 



'^»+2^(11+2)* (m- 2)' 



f(».8. n,) 



wird, zu gross, so dass sicherlich auch 

i'*hy<'*ri*Th+-*rLn* ..2...'.+.) ^ w 

ist, vobei n wiUkürlich, also etwa auch < m seya kann. 

Scbliesst man die Reihe flir (' + — ) mit dem n*" Gliede, won<m, so 
ist, da alle Glieder positiv sind: 

0*„^)">-Ä04)-r^0-i)0-|)-- 
-r£r.(-i)0-i)-0-"-^> 

Maltiplizirt man die Produkte fl " ^^ C^ "~ m^ " C^ ~ ~^ C* ~ ~^ ^ 

(1 ) a, 8. w. ans, so ist jedes derselben von der Form 1 I-A + ---. 
mj •' mm' 

wo a jedenfalls positiv ist. Daraas folgt, dass man obige Beziehung auch 

schreiben kann : 

WO a, b, . . . , k bestimmte endliche Zahlen sind, a aber jedenfalls positiv ist. ** 
Nach §. 7, V. kann man nun m immer gross genug nehmen, damit die Reihe 

1 — i H- . . . negativ sey nnd ihre Summe zwischen und' — — liege. 

Schreibt man also ftkr diese Reihe, so bat man zn viel abgezogen, so 

dass für ein gehörig grosses m: 

* Darob 1.2..-r benieliii«ii wir duProdokt alln gtnnn Zahlen toh 1 bi«r(Terg1.g. 5). 
1+2 1+2 + 8 l+2 + ... + (n-l) 



' Der W«rth roD a, 



21.;ä 21.2.3 2 1.2. ..(n-2) 



!) 2L^'*'l.2"^i.2.8"^ . 

'■"^1.2....(n-2)> ^ , 

[:.,qm.o=bvCoOglC 
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Da die Beziehung (30) ffir jedes m gilt, also aach für dasselbe, wie eo 
ebeo, BO hat man also ßr grosse no die GrSsse (* + -) awischcD zwei 
Gränzen eisgeschlosseD , von denen die eine ni gar iiiclit enthält. 

Lässt man m immer mehr wachsen, so nimmt — ab, so dase der Giänz- 
werth von (1 + - j nothwendig zwischen 

(31) 



1.2 1.2.8 1.2..n I.2...(b+I)d+I 

ÜPgen wird. Der Untarschied dieser beiden Grössen ist -- g— . ■ , .; ^^77' 
welche Zahl mit wachsendem n abnimmt. Da nnn n nur < m zu seyn braucht, 
m aber beliebig gross seyn kann, so ist n in derselben Lage, so dass die bei- 
den Grössen (31) (mit wachsendem n) einander beliebig nahe gebracht wer- 
den können. Bezeichnet man den Gränzwertb von f' + ^J mit e, so ist 
also mit ganzem, wachsendem m: » 



'(-a-= 



8'>2h 1 I-...H . / {321 

-^ ^1.2 1.2.8 1.2.. d" i 

,J^_^ 1_ , 1 1 n + 2 \ 

"■*■■ 1.2 1.2.3 1.2. ..a 1.2..n + l d + T ' 

mittelst welcher Beziehungen e beUebig genau berechnet werden kann. Ans 

(32) folgt, dass wenn man setzt 

der begangene Fehler kleiner als r-^ — ,. ^-^^ i^t- So ist für n = 12, 
der begangene Fehler klemer als ^ ^ ^ ^^ ~ d. h. < O'OOOOOOOOl. Ent- 
wickelt man also die BrQche in (33) auf 10 Dezimaien, so erhält man den 
Werth der Zahl mittelst dieser Beihe anf 8 Dezimalen sicher. * So 
bat man 



* Ds man bis auf 10 Dezimalen Teehnet. so TemichlSiiigt m&n nfipmib eiDe Einheit 
der Eebnten Deiimsle, also m den 12 Brüchen nicht 12 Einheiten der lehntaa Stelle, d. h. 
nicht 2 Einheiten der nennten Stelie. Da vegen des gamen Fehlers aaoh keine Eiobeit der 
neunten Stelle fehlt, so betiSgt der virkliehe Fehler nicht 3 Einheiten der nennten Stelle. 
Dieselbe Ist tbaltSchlich 7, darf alto nicht 10 seyn, so doia 2 in der achten Deiimale 
riehlJE itC 
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= 2-0000000000 
= 0-6000000000 
^ = 0-1666666666 
-5=0-0416666666 
- = 00083333333 
j =00013888888 
f =0-0001984126 
; =0-0000248015 
j =0-fl0O0027857 
j = 0-00000027S6 

j = o-oooooooa;o 

= 0-0000000020 



2-ri8281 8276 
«o daHS e = 2-71828182, auf alle Dezimalea geDa», 

II. Ist nun ni nicht eine ganie Zahl, aber positir, so Mj m^n+a, wo a ein 
positiver fichter Brach, n eine poiitive pinse Zalii. Wild D unendlich, so wird es 
alle auch n. Dann ist 

und dft ii + a>n iü>er<ii + 1, so ist 1 + -i-<H- laber > 1 -+- —^, 

o'4)-<(-D""--(-.-7<(-i)-(-D" ) 
"■('-i)">(-^)"'(-.-TT)"- ) 

Wu die letetera OrOiaen betiifll), ao werden mit nnendlichem n, also auch un^ 

endlichem n -+■ 1, noch (32) die Grossen ( J + — ) • ( ^ "* f ) beide zu e ; die 

Grösse ( 1 'I — ) wird mit unendliehem n zu 1, wie sich sofort aus der Beziehung 

(-i)'>(-0'>' 

D.q.i*sbv Google 



28 GTaniwerth ton (1 + a x) ". 

nach §,7, I. ergibt. Da f 1 + j°~ =— j — ;r— <"iJ der Nenner 

dieier QrOsae fllr ein nnendliches n + I zn 1 wird, wie aua der Beziehung 

0-^)'>C-.-tt)->' 

folgt, so wird Aooh ( 1 H -) zu 1. Demnach werden die zweiten Seiten 

der Bezietanngen (34) einander gleich, jede e. Desshalb folgt nach §. 7, I., dasa 
man aus jenen Formeln, d. h. ms 

(-D-(-^r>o-:T>(-^)"'(-=TT)"- - 

zu folgern habe: 

ft(i+i)"=., 

auch wenn m nicht ganz ist. Für einen positiven WeHb tod m ist also die Gleichung 



in. Ist endlich m negativ, gleich — r, so ist 

Sa hier r positiT ist, so wird mit unendlichem m, also anch unendlicbem r, die 

Grösse ( 1 H r.l nach IL zu e, die 1 H r aber zu 1 , so daas ( IH — ) 

V r— ly r— I \ mj 

wieder zu e wird. 

Man hat also endgiltig, wie aach immer m gegen eiaen posttiTen oder 
negativen anendlichen Werth gehe: 

*(' *!)"=•■ ™ 

Setzt man m = — , so wird a gegen gehen, wenn m unendlicli wird, 
nnd zwar von der positiven Seite aus, wenn m positiv; von der negativen aus, 
wenn m negativ ist. Die Gleichung (35) beisat also ancb 

er(H-a)" = e, (36') 

wennn a gegen (von der positiven oder negativen Seite aas) geht. 
IV. Will man den Werth von 

Gr{H-«i)", 
erhatten, so setze man ax = e, «=: — , so wird mit nnbegränzt abnehmen- 
dem a auch e unbegränzt abnehmen. Alsdann ist 

ör(l-M.i)" = er<l+e)'=ffrVH-.)'y ' 
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Dod da. Dach dem Obigen ör(l +«)* = e für jedes aboehmeade e (ob po- 
sitiv oder negativ), so wird, da eich x nicbt mit e ändert: 

Ör{l+">)'-=' (36) - 

seyn. 

KatQrliehe LogarithmeD. 

V. Die Zahle ist zur Grundzahl der natürlichen Logarithmen gemacht 
TOrden, die wir durch das Zeichen l bezeichnen wollen. Ist also 

darans folgt anch, wenn man die gewöhnlichen Logarithmen dnrch lop be~ 



zeichnet: • 














Uv^ = iloge 


• ^--g-:-^-'w 








Umgekehrt 


ist anch, w 


enn%x = y:s = a'. 


also l(z) = 


= y'W. 


d. h 


wenn a die Grondzabl der gewdhnlicbeii Logarithmen ist. 






DieGrBuelo^ 


kt. .eoQ »= 


= 10, deich 0-4342945, alio ; =2-3025851, 


oi^ 



man den gewOholicheii Lagarithmag einet Zahl mit 2'302B851 m mnlüplitireii bat, um den 
nstatlidien ed erhalten. 

Ani^i^j^, U>ffi = l(,i)lofft, folgt Obrigens sofort 

4„.i(.) = l,IW = ,-ij, 

•o dui, veDD a =^ 10: 

/(10> = 2-302B851. 
Bexreiflich ist f (e):=J. 

Dleu Riad äie veEeotliehen Sltie, «eiche irir spKter banOtten werden nnd vomit der 
eigentliche Gegenstand dieaes Abichnitt« erschspft vKre. Wir fQgen jedoeh noch einige 
UnterEticbungeD hinia, die nicht unerlätslich, aber TOn Interesse Bind, and mit dem Yoiher- 
gehenden lasammenhftngen. Sie kOnnen Jedoch vorlHaSg gaoi vohl dafaingeitelit hteiben. 

Eine atigemeine Formel zur Beiümmnug von GiUnxTerthen lieFeit der riette Abschnitt. 
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L In der Gleichung (36) ist X wesentlicli reell; flir ein imaginäres x^=a + bi 
ist die Dntersnchong anders zu fuhren. 

S.i(§.4) I + i±ü=r(™ » + ,•«,.»). ., Ut r'= (l+|)"+Q)' 

= 1 + — -f-^- — j — , fl08()j;= ,ai'nq)=:^r-, So dass (Hr grossem jedenfalls ainip 

klein, und <r!>0 wenn b]>0, w<^0 wenn b'<iO. Dann ist fUr ein ganzes m (§. i) 

,glc 



30 QrBmiierUi nu I 1 H — ) > wenn x imkginat. 

-^)"=0 +'s'-^)'- (—.*..). 



Setzt man a* + b'=c*, so ist 



Aber nach §. 6 : 

Für ein groise» m ist imnier m + 2 a positiv und gross, so dais 



= ft, so ist letztere Beihe gleich 



' f. 2i»''^2.3i»'' 



aod also (§. 7. 7) ihr Werth Ueiner als 1 + -. venn /4 (d. h. m) sehr gros«. Für 
grease m ist also 

»oto.(8.7, 1) " 

Dafemernachg.S, rv.: Or(n-??V"°= e'. so ist 
FUTeüipo3itiveBbisti^>0andUeüi, also 

«,>,>»,,. d.i..;ji-j>,>-i-,J^>„,>i. 

Für ein uneDdUohes m wird ^^= au b, r za 1, ako - auch zu b, 

■'"'"■ a-ui, = b!° 

D.q.i»Isb,GÖOi^lC 



Für eib negatiTes b wechselt tp (wie b) sein Zeiofaen, ao än»s diegelbe Gleichnog 
besteht. Mithin endlich 

ffr A + ^±1'V=: e- (w»b + itiml). (ST) 

Setzt man, Ähnlich wie in (36) 

so hat man zur Erklftruog des Zeichens: 

e'+*' = 8'(«Mb + i«wib). (37') 

Daraus für a=o: 

e*' = «>#I> + i»*nb. (38) 

Tieldeutl^eit ron Va+Vi. 
n. S«7en r und if so bestimmt , dass (§. 4, IIL) 
, a + bi^T(sa/^«i + )nn9), 

so ist auch, wenn m eine ganze (positive oder negative) Zahl : 

wie aus bekannten trigonometrisobeD Sfttzen sofort folgt. Daraus nun folgt: 

V«mnj=4»,^±f=i+,.>.'^:f^]. (39) 

Um diesen Satz zu beweisen , hat man nur zu zeigen , daas die n" Potenz der 
zweiten Seite ^ a 4- b i ist. Nach $. 4, III. ist diese n'' Potenz aber 

r[«o((7 + 2mii)'«-iMn(9 + 2iii)r)]=T(«i>(9 + iM»9) = a + bi, 
womit der Satz e 



In (39) ist In beliebig, so dass es scheint, es gebe jene Formel unendlich viele 
Werthe. Allein setzt man m=:0, 1, 2, . . . , n — 1, so ist die Zahl aller wirk- 
lich Terschiedenen Werthe erschöpft. Diess leuchtet zunächst dadnioh ein, dass fiir 
m^O und in^n die beiden Winkel sind: 

«ich also um 2ff unterscheiden, mithin denselben Cosinus und Sinus haben. Daher 



a + bl = A<«o«if> + i«ui^), so nnusR"(eMnif> + i*M<nfi> 
^» + bi=:r(etwy + i«n»i) Myn. Dain gehört (§.4, II.) dau 

R" eD»ni(i :=rikw y; R' tin a ifi =^ t litt p. 
Qoadriit man diesa Gleichungen und addirt sie , so ist 



sodaudteWnkelnifrDndfinni nm ein Yielfaehei von 2k verschieden bg^u können. Mit- 
bin n5i^»i + 2m«, ip^ mid 
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gibt (39) denselbeo Werth, wenn man man m = l) oder ni = n setzt. — För m=l 

9+2« 7 + 2(ii + I)ff fi + 2if 
uod ni^n + 1 hat man eben so die Winkel — - — und— — '^"^n ^*2ff, 

deren Doterscbied wieder 2n beträgt u. s w. Man wird alio dieselben Werthe er- 
halten tta die in der folgenden Änordnang vertikal unter einander stehenden Werthe 



Es genflgt somit, Ton den positiren Werthen Ton m nur 0, 1, ..., n — I, der 
Zahl nach n, zu setzen. Diese liefern aber Terschiedene Werthe in (39). 

Da nämlich in (39) nur dann die Werthe V^a + b i gleich sind, wenn die Winkel um 
2n verscbieden sind, so mflssten fUr zwei Werthe Ton m, welche der ersten Hori- 
zontalreihe (40) entnommen sind, die entsprechenden Werthe Ton — om.2ii 

verschieden seyn. Sind /«, r zwei solche Werthe (' > /i), ao~ mflsste also 
y+Zr* y + 2f.« _„ 2(*-~p)« _ 
■:^ 2n sejn kSnnen, d. b. ~ - = 2», » — /»^n, was 

unmöglich ist, da die höchste Differenz zweier Werthe Ton m ans der ersten Hori- 
zontalreihe in (40) nur n — I ist. 

Wollte man in (39) negative (ganze) Werthe von m setzen, so erhielte man 
keine neuen Werthe' von Va. + h\. Denn setzt man m— —f, so ist der zweite Faktor 

Da Cosinus und Sinns sich nicht ändern , wenn man dem Winkel Vielfache loa 
2« zulülgt, so ist jener Faktor auch gleich 

^^j^ y + 2(np-p)« ^ ^^.^9 + 2(op-e)it 

wo wir (das beliebige, positive and ganze)ap so wählen wollen, doss np — Q positiv 
ist. Demnach gibt (39) denselben Werth ftlr m=: — p, wie fiir m^np — p. 
Letzterer ist aber in (40) enthalten, so dass hiernach für negative m keine andern 
WerUie erscheinen, als die bereits tüi positive m erhaltenen. 
Daraus ergibt sich; 

Va-Hbi hatn von einander verschiedene Werthe, welche aas (39) 
folgen, wenn man m = 0, 1, 2, ..,, n — I setzt, 

III. AI* besondeni Fall wählen nir b — 0, a=:l, wodsnnr^l, 9^=0, sodass 

Vl='^.'^+lm~. (41) 

rürm = ist diesE =^1; bei ungeradem n wirdsonst sin— . nicht mehr 0, alle andern 

Werthe sind also im agin Ar, Bei geiadem n ist fOr m ^ — nochmals ftn =Onnddaiui 

noch V'l=(o*jr = — 1. So bat man Hlr 

b, Google 



Vieldsntigkelt dei nMüriicban Logarithma». 
yy die dreiWerthe: 1, «otr^+lM«^, co»~+\»in^i 



IK weiter b=0, 4= — !, 



y—i gibt dies Werthe: < 



•'■'•i+l*''' • -' ■ i-lt^ä...., 

Tield^nUgkeit dei nktflilichea Logftritbmas. 
IV. Setzt man 

I(« + bi) = a + ?i, a + bi = T(M.j) + i«n»>), 

«+bi=«« + (»' = e'"(<!<«|8+i*«ii»} [ronneltSea 
Al«o(§.4,ID: 
e«iiof|I = A = TMt9t e<'*mi* = b = r#in»; e'<' = »'-l-b' = r*, a^i((»' + b') 



i(H-bi) = }I{a' + b') + {» + 2in«)i. (43) 

Da m nur eine g;anze Zahl zu sejn 



braucht, so ist I (a + bi) nnendlieh rieldeutig. Hieraus 

Hl) = 2miti, i{— I> = (m-2m«)i. (44) 

Es iBt leicht, diese Fonoeb weiter zu verfolgen , was wir jedoch hier 
DnterlasBeD, iadein wir uns vorbehalten , gelegentlich wieder darauf znrttck- 
znkommeD. 

Einige Sätze Aber Gränzwertbe mögen noch beigefügt werden. 

y. Seyen P, Q, R, . . . Funktionen von a, nnd es gey IQr ein unendlich 
abnebmendeB (d. h. gegen Null gehendes) a: 

OrP = p, ffrQ = q, OrR=i, .... 
femer seyen a, b, . . . Gr&Bsen, die sich nicht mit a ändern, so ist 
ffr(P+a) = p + a, ör(hP + a) = bp + a, ffr{a P + b Q + « R + . .) = ap + bq 
+ tT.... ÖrfPQ)^pq, 0,(^0 = 1-, öriCP) = '(p), »?rP'' = p',n... w. 

Der Beweis dieser Sätze ist eio sehr einfacher. Da Ci'rP = p, so folgt 
darans, daas wenn a nahe an ist, auch P nahe an p ist, man also setzen 
kanaP^p + f, wo f eine Grösse ist, die immer näher an kommt, je 
näher a selbst gegen Null geht Eben so Q = q + p', R = r + q", . . ■, 
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WO (', e", . ■ ■ ebeufalU mehr and mehr sich der NaII nÄiiern, je mehr a sich 

NdU nähert. Daraus folgt: 

P+«=p+»+p, bP + a=bp+a+be, »P+bQ+cR-t-.,..=»p+bq + er-(-... 

+»e+bp'+cs"+.... PQ=(p+p)(q-+-p')=pq-i-pe' + qs+ep'. ■5""^+^* 

j(p) = i(p-i-5). p*=(p-+-<.)'+e'=(p+e)'ö.+e)c' 

Lässt man nun hier a gegen Null gehen , also g, g', ^" ehenfalts gegen 

Null, so wird p + a + ß gegen p + a geben (wo natürlich p nicht mehr von 

a abhieng); bp-f-a + b^ gegen bp + a, indem sicher aoch bp zn werden 

wird; ap + bq + cr-f-.,. + aß -f-bp' -(- ... gegen ap + bq + or + ...; 

pq + pp' + qg + eg' ferner gegen pq, indem pg', qp, pp' zn Nnll werden; 

?^i^ ^ -^ -I- "^^"^^ wird zu -^ werden nnd eben so Kp + e) = Up) + 
q+e' q q(q+p) q 

l Tu- — ) zn l(p); (p + ?)' wird, da p und q sich nicht ändern, Oothwendig 

zu p', und (p + e)''za p''= 1 werden, also (p + e)'* (p + ß)*' zn p'.l =pS 

. . , . , woraus nun ganz unmittelbar alle behaupteten Sätze fliessen. 



Zweiter Abschnitt. 

Differentialquotient füx Funktionen einer einz^en nnab- 
hOi^ig Verflnderlichen. 

§■ 10. 
WiederiioliiDB und veittre AnifOhrang dei Begriff« einei FnnküoD. StoÜgkHt. 
I. Unter Funktion einer Grösse x versteht man in der Mathematik 
jede Grösse, deren Werth abhängt vomWerthe eben jener Grösse x, so dass 
also der Werth der zweiten Grösse erst gefanden werden kann , weon man 
den der ersten kennt So ist x'' eine Funktion von s, indem zunächst 
X bekannt seyn muss und erst dann x' gefunden werden kann; loffa ist dess- 
gleichen eine Funktion von a a. s. w. Die Grösse, welche bekannt seyn musa, 
damit der Werth der von ihr abhängenden gefunden werden kann , ist in der 
Regel willkürlich, d. h. man kann ihr ganz beliebige Werthe beilegen; sie 
heisst desshalb gewöhnlich die unabhängig Veränderliche, nnd zwar 
das Letztere, weil man sich ihren Zustand als veränderlich denkt, oder, was 
dasselbe ist, annimmt, dass sie beliebig viele verschiedene Werthe annehmen 
kann. Man könnte sie eben so wohl auch UrgrÖsse oder Stammgrösse 
u. 8. w. nennen , da diese Namen dieselbe Sache bezeichnen wUrden. Die 
Funktion selbst heisst, im Gegensatz'hiezu, die abhängig Veränderliche. 
So ist, wenn y = 8/nx, x die unabhängig Veränderliche, y (d. h. »ms) die 
abhängig Veränderliche; 5x* — 3x* + 7 ist abhängig veränderlich, x dabei 
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anäbbängig. Es ist. wohl leicht begreiflich , dass die BezeichDiug eine an- 
weseatliche Sache ist. So ist z* eine FonktioD von z, wobei eben z die un- 
abhängig Veränderliche ist; 5«nv — 9 cosv + 3loffv eine Pnnktion der 
(oDabhängig gedachten) Veränderlichen v, n. s. w. 

£s ist aber uich wohl denkbar, dass diejenige Grösse, von der der 
Werth einer andern abhängt, selbst wieder abhängig ist vom Werthe einer 
dritten Grösse. So ist logainis. zonfichst eine Fnoktion von nn x, welch' 
letztere Grösse selbst wieder von x abhängt. Ist allgemein y eine Fnnktion 
von X, 60 ist z. B. ]9y* — 7y'+8y eine Fnnktion von y, die also mittel- 
bar von X abhängt. Solche Funktionen pflegt man Funktionen von Funk- 
tionen zu nennen. Eine beliebige Funktion von x bezeichnet man mit f (z), 
F (x), y (x), 1^ (x) u. 8. f. , so dasB also f (y) eine Funktion von y, F (z) 

eine solche von z , bezeichnet. Ist nun y ^ y (x), z = f (y), so ist z 

eine Fnnktion von einer Funktion von x, die man auch mit f[^^(x)] 
bezeichnen könnte. Wie man hier weiter gehen kann, ist klar, Eben so ist 
klar, dass wenn zwischen den Grössen y und x die Beziehang y — f (x) ob- 
waltet, man nicht nur y als Funktion von x ansehen kann, sondern auch wohl 
berechtigt ist, x als Fnnktion von y anzusehen. So folgt aas y = x* auch 

X ~ Yj und es ist jetzt x als Funktion vou y angesehen , während zoerst y 
als Funktion von x mnsste betrachtet werden. Folgt ans y^f(x) die 
Gleichnng x = F (y), so sagt man, F(y) sey die umgekehrte Funktion von 
f (x), und es muss F [f(x)] geradezu x geben. 

Zwei Funktionen haben dieselbe Form, wenn die unabhängig Ver- 
änderlichen je in derselben Weise in dieselben eintreten. So haben ein x 

und wwy dieselbe Form ; eben so \rL:^^^^ '^''** V^a't + e "' ^ ^^ """^ 
f (y) o. B. w. Man bezeichnet natürlich dieselbe Form auch durch dasselbe 
Funktionszeichen, so dass q> (x) und {p (z) zwei Funktionen derselben Form ^ 
bedenteu müssen. 

Das Zeichen f (a) meint, man solle in f (x) an die Stelle von x setzen a; 
also f(0) bedeutet, dass in f(x) zu setzen istx^O; eben so bezeichnet 
f(a + x) den Werth, den man erhält, wenn man in f(s) för x setzt a + x. 
Ist etwa f(x)=i(x), so ist f(a + x) = Z(a + x) u. s. w. 

Stetige FunktioDen. 
II. Die Mathematik bat es in der Regel nur mit stetigen Funktionen 
ztt thun, nnd sie versteht darunter diejenigen Funktionen, die sich nurnm ver- 
schwindend kleine Grössen ändern, wenn der Wertli der Ürgrösse sich auch 
nur um eine solche Grösse ändert. Die gewöhnlichen Funktionen der niedeni 
Änalysis sind alle in diesem Falle und nur fiir spezielle Werthe derUrgrösso 
machen sie davon eine Ausnahme. Man kann das eben Gesagte auch in 
folgender Weise darstellen. Ht f(x) eine Fnnktion von x, and man ändert 
den Werth von x , lässt ihn also in x + J:t übergehen , wo //x den (ganz 



.>>^ 
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beliebigen) Znvacha von x bedeutet *, so wird f (x) in f (x + Jx) übergehen, 
TO also f (z + ^x) den Wertb der Funktion f(x) bedeutet, den niaa erhUt, 
wenn man x + Jx an die Stelle von x setzt. Die Aendenmg, welche f (x) 
biedarcb erteidet, ist f(x + /fx) — f(x) nnd wenn nan diese mit nnbeschr&ikt 
kleiner werdendem Jx ebenfalls fortwährend kleiner wird, oder besser gesagt, 
für Wertbe von '^x, die der Nnll beliebig nabe kommen, ebenfalls Werthe 
erhält, die der Nnll beliebig nahe kommen, so ist f (x), fttr den betrachteten 
Wertb von x, stetig. So ist x' für jeden Werth von x stetig. - Denn es ist 

' Laset man hier dx der Nnll nahe genag kommen, so wird die GrOsse 
zweiter Seite ebeDfalle Null nahe kommen, was nnsern Satz beweist, -y ist 
stetig fQr alle Werthe von x, ausser für x = o; tgx ist stetig, ausser wenn 
X ^^ -^ Q. g. w. , in welchen Fällen —,tgx ane&dlicb gross werden, d. h. jede 
Grössen schranke überschreiten. Unstetig heiesen wir nun eine Fanktion, 
wenn sie nicht stetig ist, d. h. also, wenn die Differenz f (x + ^x) — f(x)mit 
nneadlich abnehmendem dx sich nicht Null beliebig nähert. In dieser Lage 
ist z.B. — für x = 0. Denn es ist -j-r- - — = '"^l"^/.'^ = .~'^', --" 
= — ; . Da aber x = o, so wird, fUr ein beliebiges Jx, diese Grösse 

nicht angebbar, oder, wie man sich ausdrflckt, anendlicb gross (oo), und es 
ist daher nnmOglich, von ihr zn sagen, sie nähere sich mit abnefameodem Jx 
der Mnll. 

in. Betrachten wir den Quotienten 

: und lassen in demselben (das beliebig gedachte) Jx mehr und mehr gegen 
gehen, so wird, im Falle dieser Qaotient (1) sich dann mehr und mehr einer 
bestimmten endlichen Grösse annähert, notbwendig f(x) stetig seyn (filr die- 
sen Werth von x). Denn würde f (x + /Ix) — f(x) mit uobegränzt abneh- 
mendem Jx nicht selbst nnbegränzt abnebmen, sich vielmehr einer endlichen 
(oder gar unendlichen) Grösse nähern, so müsste notbwendig, bei sehr 



* Duch du Vonetzen des Zeichens ^ bezeichnen vir immer eine Aendamog. Ist also 
X laerst B, CO lageo vir, um onzodeoten es habe X sich geSndett', diese Giflate tey oachhw 
s + ^i, wo ^i eben diese Aendernng ansdrilckt. Dlss man anch ein anderes Zeichen, t. B. h, 
fSr diese Aeodeniiig lon i tetisn kann, ist natüriich. c— Wenn vir sagen, % werde in z + Ai, 
■0 meinen wir, der ariprÜDgliche Wsrth der nnabhingig Terllnderlichen, den wii kariwag mit 
X beieiobneo und nns dnranter eine gevisse ZaU denken , liabe mn <ii ingenommen (wobei 
^x pOiitiT oder neguir seyn kann). Ans tm 1 wird eben dann M'n(x + ^i), ans e' wird 
«' + -^'n. I.W. — Die Beieichnnng stammt ans der DiCferensentechnnng bei, lat aber 
auch hier Ton grosser Bequemlichkeit; nnr mnes man sich failten , zwieeben x and jit. irgend 
eine Abhängigkeit sich in denken. (Man Tergleiche etwa meine «GmndiQge der algebraischen 
Anslfiii" Karlsmhe, 186 1 , S. 78 ff.) 
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kleioen Werthen vod Jx, der Bruch (1), desseo Zähler endlich wäre, sehr 
gross seyn, so dass mit unendlich abnehmendem dx er aich nothwendig einem 
nneodlicli groesen Werthe annähern mQsBte. Ist also nnsere Yoraassetznng, 
(1) nähere sich einem endlichen Werthe, wenn Jx eich nähert, richtig, 
so kann f (x) nur stetig seyn. Umgekehrt is t der Satz nicht immer richtig. 
So ist z. B. y^ 'lii'^ = Doc'' stetig, da V' x + ^ x — Yx für x = o zn 
y^x wird, und mit unendlich abnehmendem ^x auch unendlich abnimmt; 
dagegen ist ' '"'' '~^' fflr x — gleich ^--t-^ — -r-j- und wird mit an- 

endlich abnehmendem Jx immer grösser werden. Trotzdem nun, dass der 
ausgesprochene Satz nicht nmgekehrt werden kann , bleibt et dennoch von 
grosser Wichtigkeit, da der unmittelbare Satz selbst in den meisten Fällen 
genügt. 

Wir sind dabei auf den Begriff des Gränzwerthes gelangt, den wir iu^ 
§.6 anfstelhen. Bezieht sich d»s Zeichen Or auf ein gegen gehendes Jx, 
so kann man^hiernach sagen : 

Ist 

endlich, so ist f(x) stetig. 

Wir werden insküuftig fast ausschliesslich nur stetige Funktionen be- 
trachten. 

§. 11. 

DifferenüalqDotient. Beiipiele. 
Der bereits in §. 1 betrachtete Werth 

(fär ein gegen Null gehendes, übrigens positives oder negatives zf x) heisst der 
Differentialquotient von f (x). Er ist der Gränzwerth des Differenzen- 
qootienten ■■■ '"'" . ■ , nnd wird durch die Zeichen 

HJ^, -^fCx), f<x) (3) 

bezeichnet, wovon das letztere von Lagrange herröhrt. Isty = f{x), so 
wird die Differenz f (x + z/x) — f (x) durch Jy bezeichnet werden,* und 
man hat auch 



«?=ö 



(*) 



• Hau wird alio tagen : I<t y eine Funktion tob iiwa *iri i ni i4-^i, so wird y «n 
y-h Jj, wo mithin j^y die Aendernng ist, welche j erieidet, wenn x sich am Ji indert. 
r(i + Ji) DDdy + ^j haben hiernach dieielbe Bedeatnng. Wir n«m]enf(i) oder y den 
rrBhern, f(i-(-Jx) oder y + ^y den nanen Znstand der FonktioD. Der ZOler tu (S) , 
oder (4) Ut der Unterschied beider Znatllnde. 

I Goo'^lc 



.^ 
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als ErkläroDg des Differentiftlqnotienten von y nach x. Das Zeichen 
8y _8f^ ^^^ m)AA als ein Brach angeseheD Verden, dessen Zähler etwa 
dy, und dessen Nenner 9 x wäre; es bedeutet blos den Differentialqno- 
tienten (d) von y, wenn x die nnabhändige Veränderliche ist, wesshalb das 
9x aaten beigefügt ist. 

Nor so lange der Differentialqnotiuit andlich ist, kOanen vir tdd demselben li^ndehi, 
da unetidUelie Werthe ia der BechnoDg nniolaasig sind. Alidann ist aber, nach %. 10, f(z) 
odei ; Jedeofalla itetig. Bei aolchen Fanktdoiian iit natarlicli die k^tt^rmtg Aj ^vt»^tAa- 
dsnd klein, «BDD die AendeniDE der QiiabblDgijE VerUderlichen , d. b. A^, w ist. . 

Die Bedeutung der Grösse V— tritt auch klar hervor, wenn wir ihre 
Fig. 1- geometrische Darstellung in's Auge fassen. Sey 

/^ {Fig. 1)FG eine krumme Linie , OA und OB die 

* rechtwinkligeo Koordbatenazen, -so wird die Ordi- 

nate MD ~ y eine Funktion der Abszisse OD = x 
seyn. Sey nun DE = Jx, also EN = -j -i- Jj 
der nene Werth der Ordinate [d. h, wenn y =-f (x), 
80 ist y + Jy oder EN = f(x + Jx)J, und man 
■^ ü Ä ^jgjjg durch die Punkte M und N eine Gerade MN, 

so wird dieselbe mit der Abszissenaxe OA, oder vielmehr mit der mit OA 
parallelen MQ einen Winkel NMQ machen, für den (wegen KQ = EN — MD 
= y + Jy — y==^y) 

Lässt man Jx abnehmen, d. h. E gegen D rücken, so rQckt N gegen 
M und die Gerade MN nähert sich mehr und mehr einer bestimmten Lage 
MS, welch' letztere zum Vorschein kommt, wenn N an M angerückt ist Der 
Winkel SMQ ist dann gegeben durch die Gleichung 

SO dass letztere Grösse eine vollkommen klare geometrische Bedeutung hat. 
Die Gerade MS heisst in der Geometrie die berührende Gerade oder Tangente. 
Man pflegt mveilen daa Geiagte auch ia etvaa anderer Forni auaiotpreclien. Tenteht 
man Dllmlicb ootei uaandlicb kleiner GrSsge eine GTOase, deren Wartb kleiner ist, ai» 
jede aneh nach lo kleine GrOise, so kann man ugan, dass -— der Werth tod -t^ say , venn 

iix (also anch /Ij) Bneadlich klein ist, oder daas -r — dar Werth des Bnidies -^ —• ■ . 

fOr ein nnendlicb idaiuei Ji sey. Eben so w>ra daun in Fig. 1 HS diejenige Gerade, die 
dnrcb ivei unendlich nahe Tunkte der krummen Linie FO gelegt würde. Man sieht laicht, 
dasa die eben angegebene Faasnng nar der Form niich Terscbieden ist Ton der früheren , im 
Weien aber mit derselben übereinkommt. Will man sich derselben bedienen, ao ist die Ab- 
leitung gleich BcharF und man mass am beachten , dasa eben .nnendlich kleine" Grflssan die 
aScaaie" aller GrOaien sind, aber nicht geradezu Null gesetit «erden können, da Null gar 
keinB GrUjse mehr ist. Die Grünie einer Flache lat ztsi- wohl n cht mehr uigebbar, sie gehOn 
aber doch Eor FIttcbe und iat eben desshalb nicht aU gar Nicfala^Kull aninsehen) so ist e« 
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mit den nnendlich kleinen GrDiun. Diese liegen nnsem AaiclL4nangen nnd Begrifibn des 
Stetigen nnd Anxgedehnteu weienttich in Grnnde. Die Zeit Tgrflieist l|i nnondlJEh kleinen 
Homenten; rin bewegter Pnnkt gebt Ton Lftge in Lage durah nnendlieh kleine Zwicchen- 
stofen flbei n, s. w. Von dieser Anschannng rOhrt aach der Begriff de> Differentials her. 

D»nlmlieh .!fy = -j^ Ji, und für nnendlich klein« 3i: "7^ = S"^> w wird, wenn niwi da« 
nnendlich kleine ^i mit di, dfti ebenratli unendlich klrine Jj Qndeni j eine stetige Funktion 
TOD X iit, 9. 10) mit d 7. bezeichnet, ans dieser Oleichnog folgen: 



wo nnn dj du Differential, d. b. die unendlich kleioe Zunahme tos j, beteichnet. Wir 
weiden Ton diesen Beieiehndagen in der Regel keinen Gebraacb machen nnd wallen nni d&bei 
alle auch nicht weiter anfbalten. 

Der Werth (2) oder (4) IlUst sich bei einigen Funktionen leicht an- 
geben, wie wir diess nun betrachten vollen. 

DiSerantialquotienten Ton i, I(i), nnz, eosi. 
L Sey zaerst y = x, so ist der geänderte Znstand von y, wenn z in 
x + ^s flbergeht, den wir durch y + Jy zn bezeichnen haben, natürlich ein- 
fach x + ^x, so dasB y + Jy = i^ + Jx, d. h. z/y = Jx nnd 

Da Dan diese Grüssse sich nicht mehr ändern kann, d. h. konstant 
ist, so ist gewiss auch ^''jZ^^t ^■^■ 



IL Seyy = Kx), also y + Jy=Ut+ -Jx). Jy^l(v + Jx)-l(x) 
: i (i±-^) = 1(1 + ^}, mithin H = Gr • ^ ^, ' ^ 
-.Grl(l-h^^ "*. Abernach§.8,Fonnel(36)ist, wenndortoe = .4x 



• Indem I(a)'>^nUa). n]»ol(l-h~) =j^ 'C'"*"!^} ~ - ^ ' 
Hm kann Sbrigeni auch letten : f (i) = I (i), also f (i + J i) = ^i + .i i) und totglieh in (2) 






(-4--) 



Den Bruch - ■ ■■ - — v ^-^sprochen wir ans: JSener Werth der Funktion minus dem frühem, 

diTidirt dnrch die Aenderung der nnabhSagig VerBnderliohen", nnd eiUlnn also: 

Der Differentialquotient einer Funktion ist der GrlncweTtb eines 
Bruchs, dessen Zahler erhalten wird, wenn man tod dem neuen Werthe 
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und— für X gesetzt wird: Or(l-t 1 =e , wobei es gUichgtltig bleibt, 

ob Ji positiv oder negativ gedacht ist; also (§. 9, V:) €trl (1 + — J 

= i( e' ) = — , indem Ü (e) = 1 . Man hat also 

8JW _ 1 

01 I ' 

III, Sey y = «'iii, also y + /lj = Hn(x + Jx.), Jy = «»(x + ^x) 

— Hnx = 2eos(x 4- iJK)nn{Jx. * Demgemäss: 

-^ = Gh~^=:Or — ■-■ ■ ■ . - — — ^ — = örcoa(z + 1 Jx) —r^ — . Da 
aber ör cp« (x + ^iJx) = <;oax, Qr ^* ' = 1 (§.7, IL), so folgt hieraus 
(nach§.9, V.): ör^ = <;ö«x, 

IV. Sey y = <:Mx, so ist y + ^y = tfo»(x + z/x), Jy = <:<M(x-f- Jx) 

— tf«BX= — 2«n(x + izlx)«njijx, also jp= Gr ^^ — -^ — ^ — 

= ör — e/n (x + ^ z/ x) -^J — , woraus gaoz in derselben Weise, wie so 
eben, folgt: —: — = — *mi. 

Will man ron der oben beiOhrten Beiaidmiiug der Diffetentiale Oebr&Dch m&cbea, so 
^I(i) — — . d««ii = eMidx, <*««! = -«nid», 

der Funktion d«n frahern abzieht; denen Ifannei aber fleiih der 
Aeodernng dei anabhSngig Verlndetliohen iit. 

Dieie ASDdeTDDg kann podÜT oder negativ seyn , und ei miui dieu im Endeigebniu 
ToltkoDunen gleicbgilcig leyn. 

* Yergleiche mein Handbuch der TrigonometiiB, S' II, Formeln (2B). — Nach der lO 
eben berührten R«gel hat man: 

Keuet Werth deTFnnkt<on^i>n(i + :^i); davon abgeiogen der frühere WeithfMZ, 
^btnn(x+^x) — «in I al« Zahler; ^i iit die Aenderung dw naabhAngig VerSnderiiehMi, 



=ar~ 



= ör««(i + l^.)" 



»{x + \Ai)m\Ai. 



Der Orbuwertb dei eriten Faktors ist «oti, der des zweiten 1 (§.7, n.) und i- 
dl poaitiT oder oagstiT ley, lo dais 



ovGoo<^lc 
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BcMichmuigen, die noch lahi hlnSg Im Gebrauchi sfnd, ftbtr DfttOilich nlohb Ander«! be- 
daoMii, «]i die OldehiuigMi 

il(j) 1 Snni 800*1 

VlrbamaAen uch hier giricb noch, dus der Dlltbmtialqnotietit einer FnnkfioD der- 
■elbe wjm mnu, ob man Ai von der postÜTen oder negUiTen Seite gegen NoU geben llnt, 
Dui dien In obigen Beiiplelen der Fall iit, haben wir Je belbemeAt, nnd man vlrd deh Über- 
(engen, dui dleis kdnfläg anih immer der Fall ist. 

§.12. 

SstM Ober die DifferettUalqaollenteQ. , 

Wir vollen nan zanäcbst eioige allgemeine Sätze nachweisen, die nne 
bei der Differeozirong der Funktionen die wichttgsteD Dienste leisten werden. 

I. Sey C eine Grösse, deren Werth unabhängig ist vom Werthe von x, 
d. h. eine Konstante nach x, so ist 

Denn will man jetzt setzen f(x) = G, so ist aach f(z + Jz) = C, da 
G sich ja nicht ändert mit x, demnach ist f (z + ^ix) — f(x) = 0, d. h. 
!ä±^-l« = 0, .1.0 .nch Or'J^±^-zlM = 0, wot.™ te be- 
hanptete Satz folgt. 

II. Ist 7 eine beliebige Fnnktion von z, so ist 

Denn ist f (z) = y + C, so ist f (z + ^x) = y + ^y + C, also 
f (x -\- äj.) — f (z) = Jy, woraiiB 

So ist ' 

8(«B.K+12) ^ IfcJLÜWl-i Bt(5») 8pf5) + t(i)] ^ 1 • 

81 *°"' bx I ■ Bi ^ 81 I ' 

III. Deesgleicben ist * 

Denn wenn f(K) — Oy, so ist f (x + Jx) *= C (y + ^y), f(x + ^x) 
-f(x) = C^y. also 



DarssB ergibt sieh auch der DiHbrentialquotient ron logi., wenn a die Grand- 
2^1 dc( S^Btenu. Denn nach §. 6, V. ist 
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oder auch da 2 (a) . loa e = 1 : 

Slogs 1__ 

lHffeieDtlalqDcti«at d«r SnmmNi. 
IV. SiDd y und z Funktionen von x, so ist 

8(y+x) _8y^ 8i a(y-.)__a7 dz 
Bi ~ex ex' 8» 8i Bi" 

Denn wenn X abergeht in x + Jx, so werden y nndzzuy + Jy, z + ^z, 
so dasB y + z zo y + tiy + z + ^z wird. Demnach ist 

nnd da die Gränzwerthe von ^, -^ sind g|, ~ (§.ll),8oi8tderGrÄnz- 
werth von ^+~nothwendigg^+g^ (vergl.§.9, V), wodnrchder eine der 
obigen Sätze erwiesen ist Der andere ergibt sich eben so. 

Eine Verbindung der S&tze III and IV föhrt leicht za Folgendem: • 
Sind y, z, n, . . . beliebige Fnnktionen von x; a, b, c, . . . beliebige 
Konstanten, so ist 

e(ay + b, + c. + ..) ^,87^,8.^ ej.^ __ 



8 (Sri 



d[ -llx+8f(»)] _ .. . 3 6[9ri«i-2i(i')] _„ 



V. Seyen wieder y und z Fnnktionen von x, so ist 

Bi 'Bi"^ Bi ■ 
Denn aey f (x) = y z. so ist f (x + ;< x) = (y + J y) (z + zf z) 
= yz + yJz-HzJy + ^y^z, f(x -f^Jx.) — f(s)~j^z + zJj 
+ Jy Jz, mithin -y-^ = Gr ~ ^^ — = Qr ' .' ■ — 

= Qr (y j^"*-* j^"'''^y2r)~^8^''''8^' '"''''"' '" y j^ *^'® Grösse y sich 
mjt Jx nichtändert, ^ aber gegen =-, mithin y t- gegen y^ geht; eben 
so z ^ gegen z ^; liy geht, da y als stetige Fnnkäon angesehen wird, 

* D. b, DlflerentialqnotisDt eines Produkti zweier FaktoieD = DiffeieDtialqaotieDt dei 
zweiten Faktors, moltipliiirt mit detn ettten, + Differenätüqaoticnt dw enrten Faktors, mnl- 
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gegen (§. 10), also geht das Produkt Jy -j- gegen r- == 0. Daraas folgt 
aber die Behauptung. 
So ist nun: 





8i 


- Si ~ 8."^' 


ex' 

8x 


»' + i.2i = 


= 3x'. 




8i* 

81 


=^=-K- 


8i~ 


«'4-x.3i'= 


= 4i'. u 1 






r="- 


~', m 


positiT nnd 


ganz. 


8 (.(.., 

8» 


'»<«) 


= ri«l^|^ + M«I 


8fMI 

8x '' 


= — «n'i + co»'». 


8I(:.-) 


-'",'*"-.''."" + '(•) 


8i 
8i~* 


.-!-+».) = 


= 1+!«. 


8t5».i 


■'(»•)] 


e[20mx.iW] , 


^6[rinX.IW] 


s«r».,» 



Man kanii obiges Resultat leicht Terallgemeineni. So ist 

~Bi — ä» ~eT" Bi 8i 8i' ■ 

DUi^MO(iaI<iiiotieDt eines Brnclu. 

VI. Man hat ehen so 

By_ Bi ■ 
8 /-fN ' a. '81 

Sey nämlich f(x) — Y. so ist f(x+i^x) = ^^^^, f (x + .iÄ) 



-f- — ^- , mithin 






\üy- 



da flr«2^=ig|, ö<r7^ = y|^, Grt Jt = «.0 = tat Ö.9, T). 
Daraus folgt: 



* KfüeianüftlqnDlient eines Biiicha = DiffsrentialquatieDt des Zähler«, moltiplizirt mit 
demNeDDer, miniu Difier«nlia1qiib(ient das Nennen, mftl dem ZIblet, dividiit Alle* duch 
dM Qaadrtt dw Ifeimen. 

I Goo'^lc 
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8x ~8iV#«iiJ 



Bi— ■_ 6 /" 1 \ _ Bi 8» _ — mi"— ' _ mi--' ^ m 
m positiv und ganz , 

. B /'iini'\ 6i Bi i'«o<x — Zx'tinx xetttx — Smi 






VII. Stod f (2), F (x) zwei Fanktiouen von x, so beschaffen, dass, vas 
aach z sey : 

rw = F(x) + c. 

wo C eine Konstante, so ist nothwendig 

8f(x)^8F(») 
Bi 81 ■ 

Senn, da obige Gleichnng fUr alle Werthe von x besteht, so ist aach 
f{x + JiO = F(i + ^i)-+-C, f(i + ^x)-t(x) = F(i + Ji)-F{i). 
also auch 

f<x + ^i)-f<x) ._ F(x + Jx)-F {0 f(x + J.>-f (i) F(x + Ji)-F (x) 

Jl - ir~ ' ^ Ax ~^^ Ji 

Ist C = 0, so sind beide Funktionen einander gleich, und dei Satz ist 
natürlich mich richtig. 
Wäre also z. B. 

i'y = Bx'-+-4, 
so ist 

8(x'y)_ 8(6x'+4) . u ,,8? . „Ö-'-rBz' ,.»? , o,,- ,.,. 

§■13. 
Diffbremimng du Fnnküan siner Funktion. 
Wir wollen annehmen y sey eine Fonktion von x, nnd dann f (y) eine 
Funktion von y und es soll sich am die Bestimmung von -t— handeln. Man 
hat wie immer 

8x Ji V Jy AxJ' 

Nun ist, nach nnsern Fundamental- Erklärungen: ^x~Ä^> ""^^ 

Or~ 4—- anbelangt, so wird natQrlich auch Jj zur Oränze Nuli 

gehen, wenn dx in dieser Lage ist, da wir immer y als stetige Fnnktion von 
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X voranssetzen (§. 10); die GrOsse Or— — ~ ^ ißt alsdann, gemäss 

§. 1 1, der DifferentialqnotieDt von ( (y) nach y, d. h. so bestimmt, als wenn 
y die unabhängig Veränderliche wäre, welchen Werth wir mit —t^ * zn be- 
zeichnen haben. Demnach ist (§. 9, V): 

8f(y)_Bf(y)eT ,,, 

Man nennt diesen höchst wichtigen Satz den der Differenzirung der 
Fanktionen von Funktionen. Ist f (y) =■ z, so ist also 

Ist eben so w eine Funktion von v, v von u, n von y, y von x, so folgt 
aus der identischen Gleichung 

J^ ~ Jl Ja Ji Ji 

offe.b.,(§.9,V): •^ = lj!i »| «2 ^ .. w. 

So i«t 
aw»(i + a) BwHy . _ . Stinj 8 y 8(i + a) 
äl = "6^ (weiuix + a = r)=-g^g^=eMj— g^— = «wy = 

-«>,(x + a), Bi <^*'"' y-""^)=-8^ 6^=7 8i=Ä^ fr 

_ 1 _ , 8«m'i _Sy* _ . ,_ey'8y_. .87 

-isr^'^*-'***- ~el~~"e7 f"""" y-'^*'=="87e^ *' 8l . 

Ehe wir jedoch weitere Beispiele hinzufügen, wollen wir die Differential- 
quotienten der noch rOckständigen einfachen Funktionen bestimmen. 

DifferBDtidqaoüenteD der einriohBD Fnnktioaeii. 
I. Seyy = x°, m ganz beliebig (konstant). Hieraasfolgt2(y) =m2(x), 
also (§.12, VII, Iir, §.11, II): 

Btfy)_ a[mfW] 8((y)By^ 8IW ± iZ = E. 
Bi fli * By 8* " 81 * y 81 I ' . 

Bt my , , ■, _ 8 X" mx" , 

woraus: et" i • "J- •>■ <ä* y = ^ = -5 — — ~7"' *"^*^ 

welcher Satz nun flir ein ganz beliebiges m gilt. (Man vergl. §. 12, V, VI.) 
* KenDt man -J^. »« *iid man —^ eiDfach dadttreb erhaltea , dau man 7 für x 
By ' 8y 7 ' 87 By <;<«*y 

I Goot^lc 
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Hieraus folgt: 

~ I«' 8iVa"^ BxV. 7 »■ + ' ' 8i 8z 

81 8i ' jj,^' 8iV./i^ 41^. J ' ^y%•^ 






IL Sey 7 = e', also 2 (y) = x, so ist ganz eben so: 

aUjO^i« Ji(L>»I_i lÜ-i £l = , 
Bx ei' By 8i ' T 6x ' Bi '' 

d. h. day = e': -r— = »', da' =B"iii, 

III. Sey y = a', a beliebig aber konstant. Man hat l(y) = il (a), also 
indem inan differenzirt (§. 12, VII, lU, §. 1 1, 1) 

l'J- 
r Sx" 

d. h. ^ = a' I (a), <ia' = a" i (a) dx. 

IV. Seyy = «re(«»i=i), alsoray = x, so ist(§.l2,VII, §.11,111, 1): 

8w«y _ ex 8*«iy 8y _ ^l—i iZ L 

8x ~8x' 8y 8x ' """'ßx 8i e«y' 

Nnn-ist aber, da y zwischen — g- and + ^ liegt (§. 3), also cos y 
positiv ist ; 

•<»y=Vl->fc'y=Vl-x", 
also endlich; 



«oiit(§. 12, n., HL); 



or.(OT = x) = —-««(,(■ = ,), [8.8,(12)] 
■•(w = x) 1 



•x V"l~7^' 

V. Sey y = arc (lij? — x), also (^y = x, so ist, wie so eben: 
1 By , By , 1 1 



b/Goot^lc 



ar«(eotff^j)^~~an>(lg=x). [8.3,(12)] 



e«-e 


(«n = 


= •) 




8x 




e.d' 


= »' 


IW. 


dare 


(..«: 


=<) 



Stellen wir onnmebr. diejenigen Differentialqnotienteo zaBammeo, die man 
sich zu merken hat, um mittelst der allgemeinen Sätze beliebige Fnnktionen 
differenziren zu können, so mögen es die folgenden seyn : 
Bi" 8t{») 1 Be* _ 8w»T _ 8«o.i 

■eT""*"' ■ "bT^T' "äT-" ' "ä^-*""' "bT — ""' 

itgi 1 iar«Jfiei=x) 1 

« ■" «»'i' Bi "^ y|z 



Vermittelst des wicbtigen Satzes (5) kann man mit Hülfe fr&herer 
Sätze bereits schon sehr-zasammengesetzteFonktJonen differenziren, wie wir 
□Dil an einigen Beispielen zeigen wollen. 

§. 14. 

ÜebüDgibfeispiele. 

I. Sey zu differeiuiren »i — bx'' + oV'i — — . Da letstere Orttose^ax 
— bi^+ci""— 1-», 80 erhält man. nach §. 12. DI., IV. und §. 13, I: 

1 T"', _. ■ 






II. Man soll (ai-t-bi')"" — Va+bi + ox' differenziren.' Setzt man ax 
-l-bx'^y, a + bx-f-ox'^z, so bat man ;— (y" — z ) zn bestinuuen. , Diese 
Grüsse ist zuofichat (§. 12, IV.) gleich g^ y" — ei«^»l'«'• "»^ §■ ^3 <5) «l*'** 

"sT" äi~T7 ST='"'^ ^ ~"5"* «;> und da öi = » + 3 b x', sr=b 

cy ei Ol DX ox 2 ox oi oi 

+ 2 c X, so ist, wenn man fllr y und z wieder ihre Wertbe setzt: 

iCh^ + b.-) V« + l>i + '»'J = »(»«H->i1 — '(' + 3b»')-jy^'^"^^"^^.- 

tn. Will miui r- I [ore (an) = x)] erhalteo, so setze man orc («m ^ x) ^ 7, 
n.dtal(§.13),ii[or.(«» = x)] = ^lW = ^j^ = YJ;, 
d. h. da j — orc (*in = x) ; || = ^ ^_ , (§. 13, IV.), «0 ist endUch : 

I, Gooi^lc 



- 1 [ore (na = i)] = 



IV. Soll - 
= 1, 1 — 1 = 



- - I bestimmt werden , so setze mao 1 + x ^ y. 



i)hatzaiiIohBt(g.]2, VI): 






* >^ (y'+>*)-(T'+«') ^(t'-«*J 



Äber^(T«+.*) = 



-(§.12.IV.) = 

l /- 1 , 1 ^ 



2^7 V'^)' eiV V 2^.1/y VJ* 

also die gesuchte Grosse ^ 



Wj 




Hfl 




-<Vi->'-)"-ft'r+l'>)' 




(y+i) 


y.)' 


& + ■) 


2V7; (vj-vi)' 

2 


fji (Vr-V.)" 


1 

7'2V 


(r + .-2yi>) 


Vi-."(2-2yi-.-) 


V 


2+3x 




V 


5 + 4x+3i') best 
und 1.1^01« (19 = 


jnmen, so setze man 5 


4x 

1 


V5 + 4x + 3x') = g^ 
= i) Byi e{B + 4i + 3i') 


e.*"* !,. 


»y »I 
4 + 6i 


1+» 


y (H-6+4n-8i')2V6 + 4i + 3l' 



- (6 + 41 + 31") VB + 4i- 

VI. Um g-M^t Vb + V a + bi*) zu erhalten, setze man a + b i' ^ y (also 
g| = 2bi). iyb + yy = z, und erhält 

i|(zyb+VTfH^= 



-!(■) = 



_»l(z)e._l »(»Vb+to) 1 /"^i , «Vy"! 
V V* + biV iVb + Vä+bT'V V»+bi' y Va + bi'" 



VU. j^rä(. + b. + c«") = ^«„, = l 



»y.(b+Sex') = (b+3ei'> 



VT- 



y^- 



=<'>«>■■ 



. 8f(y) ey___l_ . 1 1 

= «,..•, i,..'=l.,=i£.iz^ 



.6 9' 8 y 



-'-•rlWi-i« 

vx öl or üyoi 



,, 8^By ^ 



aar«((y=i) 8« Bj ^ 1 8(tfi?y) 8(bx) _ 
8i By 8i l+i' By 8i ~ 



<'j' (l + ^'tff'y) eot*j 



' toi' y + »' «■««' y cot' (hl) + a* wn' (bi> ' 

Als Beispiele tnr TJsbDDg legen vir noch rar: 

Y/ >x' — b _(— 3ai'+5b)Vi Xf/V i— 'i = 



1— z-' e 



-i(«+Vi+i1 



n(a + bi) = beM(a + bi). 



jUWJ» 



■'['WI' 



rFI-t-V: 



ri'<*'' = ^- f;'("'"-) = «"'l". y^l(2i + S)'<5l + 4)'] = (2i+3)(SH-*)' 
„„ ,,„ » (« + bO'_ 6.(6 + 5z') (4 + 5.y » / 2 + 5 1' 

(60. + 76), y; jJ^Iä.Tji- (2 + 8x')' \ r; V"3+"4i' 

'" " ' »I _ y» i_ /- 4 + a ■■ '> 



V(2 + 6i') (3 + 4l')'' 

— 28+ )2» + 2Ii' 

^ (2+7i)(4 + 3.') ■ 



V.' (3+2>)' 



§.15. 



Diffeteatialquolient eiaei Focktion mehrsreT FaiiklioiiBii. 
I. Kach der Erklärang io §. 1 1 nähert sich der Werth des Bruches 

mehr and mehr derjeDigen Grösse, welche wir durch -r-^ hezeichnen. Daraus 
aber folgt, dasB wenn wir setzen: 

Dia>t*i, DiseMillsl- 1. InMfnl-RMkniii, t. Aal. i:.'irir^ b CjiOOQIC 



QQ FnoktioD ireisr VerlndecKcben. 

dieGrOBsett abhängea vircl sowohl von demWerthe vod x, als auch von dem 
Werthe, den man lix beilegt, dasa aber diese GrOsse mit abnehmen- 
dem Jx selbst gegen gehen mnss, d. h. dase <?ra = Osey, da sonst 
nicht Ör 'i' + '*J^-'<'> ^ E^ wäre. Demnach ist 

f(i + Ji)-f(i) = [^ + a]/ii. ert = 0. (8) 

DasB eben so 

ist natürlich. Dabei bezieht sich das Zeichen €fr auf gegen Nnll gehende Jz. 
Funktion iveier FnnktianeD. 

II. Seyen y, z zwei Fnakttoneo von x, und f (y, z) eine Fonktion dieser 
beiden, * deren DifferentiatqaoUenten — ^^ man suchen sott. 

Geht X in x + zfx über, so werden die (stetigen) Funktionen y nnd z 
zu j-h/ly, z + ^x, also f(y,z) zu f(y + Jy, z + äz), wo letztere Grösse 
ans der ersten erhalten wird, wenn man an die Stelle too y setzt y + J y, an 
die Stelle von z aber z + Jz. Demnach ist 

___ _ Ot ^^ . 

Es ist aber identisch: 

Äl ~ . At 

■ _ f(y + .dr,i + ^i)-f(7^.4y. ») äi _|_ f(y + Jr. i)-f(r. ») Jy 
Jz J» Jy Ax' 

WO f (y+ Jy, z) aas f (y, z) erhalten wird, wenn man bloss fBr y setzt y+ Jy. 
Was nun dieGrCsse f(y + Jy, z + Jz) — f(y + iiy,z) betrifft, sogeht 
f(y + iiy, z + dz) aus f(y + Jy, z) hervor, wenn man filr z setzt'z + Jz, 



• Sey I. B. y = »in «, * = e", lo iit e* «»' i + e" tinx + 6e*" — 7»iii'i 
3= Ey'4- i'f + 6 1* — 7 y* eine Punktion tob y und i> d. b. toh ftnx nnd e'. — Eine lolobe 
FnnktlonittBJsoeininbeliebigtT Veiseaasy DndEiDiainmBngeBetzterAiudinck,TieeWay', 
1 — y +2 j /, , 1 j, „\ „ , _ 



mOiBen irii auf einige Besonderheiten der Beieiohnnng eafmerksem muhen. f(i + y) be- 
deutet KlleTding) auch eine Fonktion toh z und y , ju dei aber i + y immer ungetrennt m- 
uunmensteben muas, »ie etwa in (i + y)* — i(t + y)H — -— ; f (i y) Igt eine FonktiDn, 

in der das Piodnkt z y ungetrennt iDBammensl«bt, vis iDi'y'+S*'t fl — -| *erlangt,.dau— 

ungetrennt Bey. o. l. w. — Dieae Formen Bind allerdings nntei der allgemeinen: f (z, y) mit 
inbegriEFen, ond «as fDi letztere gilt, hat für jene ebenfalls Geltung. Doch werden beioadere 
Regeln für dieselben aufgestellt werden kOnnen, die Im allgemeineD Falle nicht gelten. 
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väbreod f(y + /fy, 2) selbst erhalten wird, wcnnmaD in f(y,x) setzt y+4y 
'statt y. 

Betrachten wir aber die Differenz f(y, z + z/z) — f(y,z), so geht die 
vorhin genannte ans derselben einfach dadurch hervor, dass man fiberall fiir 
yselzty + z/y. Die Differenz f(y, 2 + zfz) — f(y,z) iann aber verglichen 
werden mit der in (8') betrachteten, da die Grösse % in ihren beiden Gliedern 
dieselbe ist, also wie eine Konstante behandelt wnrde. Ist mithin der 
Differentialqnotieut von f(y, z) nach z, wobei y wie eine Konstante ange- 
sehen wird, gleich y>{y, z), d. h. hat man 

so ist 

f(y,lH-^x)-f{y, i)=-[»(y..)+«]^r, Gr<. = 0, 
also nothwendtg 

WO«, ans €K hervorgeht, wenn man fiir y setzt y + iiy, wobei aber, dafür 
alle j:Ortt = 0, auch Orui =0 seyn wird. Daraus folgt 

IW + J,. . + J.)-H, + J,. ■)„,(, + j„,)^..„ 
Ist eben so 



wo a '' den Differentialqaotienten von f(y, z) nach y bezeichnet, wobei z 
wie konstant angesehen wird, * so ist 

wo ß mit ^y zn NnlV wird. Demnach endlich ist 

worin a, mit dz, ß mit ^y zn Nnll wird. Da /ij, dz mit dii gegen Nnll 
gehen, so ist also, wenn man ^x, mithin auch ^y, <iz, «,, ß gegen Null, 
gehen lasst, wegen "^ji — ö^. "^ji"«^- 



(9) 



d. h. 8f(y.t) _ 8t(y.») 8« 8f(y.») By 

8i ez 81 ey 8»' 

In dieser Gleicbong bedeuM nnn — ^^ den partiellen Differen- 
tialqnotienten von f(y,z) nach z, den man also erhält, wenn man f(y,z) 

• SoiBt«b<.^hy' + ^ + I{y) + j«.0 = 3«y'+|- + y: ^f'^' + X 
+ I(y) + »i»z] = y'-y + co,z. 

DiqtLbvGoO'^lC 
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nach z differenzirt uDd dabei y wie eine RoDstante bebandelt. Eben so ist 
— J' '' der partielle Differentialtjaotient von f(y, z) nach y, wobei z wie 
konstant behandelt ist. 

Man schreibt znr Abkilrznog auch 

Dabei kann z ganz wohl anch geradezu x seyn, man also f(y.s:) nach x 
differenziren. Dann ist 7— = 1 (§■ 11)- 

Sey z. B. zn suchen g" I * "•" ^ ""* * -■ ; — I ■ 

Han setze a' ^j; -«(kjz^^E, so hat man zu suchen 

^[j + 6z'-9y'«-'+7y-t']. 

■ B(y + S i' 

Hat man ferner g- jix' + ßK^i — T/^'i + lsl 

zu bestimmen, so sey tgs = j, also die gegebene Grosse 4x^ + 5iy — 7r'+ 18, 

und es ist (da jetzt z := x) :' 
e(4,' + 6,y-7y-+18)^g^^ e(4,' + B,y-7y' + 18) ^^,-287' 

Bi 8y 

. 8y 1 

also da ^ = — — : 

— r4i' + 5iii7i — 7«/T+ 181=81 + 6(^-1 + (5i — 28(/i)^-. 
Eben so ist 

also nach (9): 

Fiir y = z = I z. B. 

^i' = «.— + .-!(,) = i' + ,.l(i) = i.[H-I(i)]. 
Ferner 

ix"=2,T'— + i>-iM2 = 2,'.tl+l(z)). 

h Gooi^lc 
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SteeichuuDgeii. 
in. Setzt man in der Fonnel (9) y = x, so gibt sie wegen r^=I 

und kann in dieser Form zu Missverständnissen fähren. Die erste Seite 
dieser Gleichung bezeichnet den seitherigen Differentialquotienten, in dem 
X und z als veränderlich angesehen werden; wir wollen ihn den vollstän- 
digen (totalen) Differentialquotienten von f(x,z) nach x nennen; das 
erste Glied der zweiten Seite bezeichnet dagegen den partiellen Differential- 
quotienten von f(x, z) nachx, wobei z wie konstant behandelt wird. Man 
kann aber offenbar diese beiden Grössen nicht mehr mit dems^ben Zeichen 
bezeichnen and wir müssen uns entweder zur Einfiibrang eines weitem 
Zeichens entsch Hessen, oder aber je mit Worten-anf den Unterschied in 
der Heden tun g aufmerksam machen. 

Von diesen beiden Wegen entspricht nur der erstere dem Geiste der 
mathematischen Formenlehre und wir wollen künftig, wenn es sich 
darum handelt, vollständige Differentialquotienten zu bezeich- 
nen, statt des gebogenen 3 das aufgerichtete d wählen. Die 
Gleichung (10) ist also hiernach zn schreiben : 

dl 8i Si Bi' ' ' 

Die frflher betrachteten Differentialquotienten sind allerdings auch vollstän- - 
dige, and man kann also eben so wohl für sie das aufgerichtete d verlangen; 
allein vollständig and partiell sind für jene Differentialquotienten dasselbe. 
So ist es ganz gleichgiltig, ob man vom vollständigen oder vom partiellen 
Differentialquotienten von i" noch x spricht. Es ist 



Wir werden desshalb das gebogene d beibehalten; da dieses Zeichen in keiner 
andern Weise weiter verwendet wird, und nur dann, weun Missversländuisse 
zu beffirchten wären von d Gebrauch machen. Ist aber eine Zwei- 
deutigkeit möglich, so soll das gebogene d immer nur partielle 
Differentialquotienten bezeichnen. _ So wird — ^^ immer nur den 
partiellen Differentialquotienten von f(x,y) nach x bezeichnen und nie den 
totalen; ^'^ aber muss den totalen Differentialquotienten von f(y,z)nach 
X bezeichnen, da von einem paitiellen hier nicht die Rede seyn kann. Na- 
f~ dasselbe. Mau kann also schreiben; 
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oder 




Dagegen nur 


dt<j,y)_Bt 8f er 
dl 8i ByBi' 


oder 


. dt(i.y) ef 8f dy 
dl Bi eydi" 



So ist 

oder Dach einer andern Bezeichnoogsveise (§. 11): 

- d(xy* + 7i + 8y'-^^=(^y' + 7 + ^)rfx + (4iT' + 24y-+^,)dy. 

§.16. 
i'unktiaD dreier und mehr VeiftndeHichea. 
Seyen y, z, u Funktionen von x und f (y, z, u) eine Funktion dieser drei 
Grössen , von der man den (vollständigen) Differentialquotienten be- 
stimmen soll 

Nach der Erklärong des' §. 1 1 ist 

d-Hy,^.") ,_ t[,+ Ay, z + dz, u + ^u)-t(y.».n) 



-[^ 



t(j,i + J%, Q + Ju)-f(y.i.>i + ^ g) Jz f(y.».u + Ju)-f(y.t.u) ^"l 
Az Ar Aa AjJ' 

wie man sich leicht überzeugen wird, wenn man nur die Mnltiplikationen aus- 
fiihrb und dann ^^nsammenzieht. Setzt man nun, nie in §. 15, II; 

-TT^ = '.('■■-'• 5i<if^=..b....). »i%ii^ = ,.fr..,u,. 

60 ist, wie §. 15, II: 



* £« beiTSoht in Bezug anf die Bezeichoungs weise gros»« VerscbiedenlieiL Jaeobi 

beieidmete die TOlktOndigea DiflTeientialqDDtienten mit d, die paniellen mit 9; Euler die 

Tollstlodigeu mit E , die partiellen dadurch , dasi er sie in KlammerD echloss , alio r— schrieb 

by 

f^^i Andere setzen i. u. s. -v. alü Zeiger an, schreiben also für — f' --'- 8. f («, j); die 
vollständigen werden zuweilen dorcb D bezeichnet, also — ~^ dnrcb D, f (», y); aach wurde 
Totgeschlagen, lu schreiben ^' - = ^'^ u. s, w. Bei den meisten Franiosen wird 
Alles dareb d beieicbnet, ohne Rücksicht auf roUbtitidige odet partielle DiffeTentJaJ- 
qnotienten. 
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vo a mit ^y, ^ mit Jz, 7 mit Ja gegen NdII geht. Da nan mit Js ancli 
Jy, Jz, Ju gegen Null geheo, indem wie immer ;, z, ü stetige Funktionen 
Bind, 80 ist 

ii%^'=u,....>H+r.(,...,Fv,.(,....,H. ■ 

. iHfr...a) 8tfr..,.) 8r , ef(r.....) »z , 8ffe...ii) da 

dl — fl» fli 81 B I "^ — Bn Bi ' 

in welcher Gleichung die partiellen Differeutialqaotienten ganz dieselbe Be- 
deutung haben, vie bereits angegeben. 

Ea ist wohl aus dem Angegebenen leicht zu ersehen , in welcher Weis« 
man sich hier zu benehmen hat, um zom Ziele zu gelangen, * und man sieht, 
dasa allgemein: 
J ,^^^^^^^_^^ 8f(y.».°.T...) er ^ 8f(y.»,n.T...) 8i ^ Bf(y.».n.T...) 8>n 

^ 8f(y.».t..T...) 8T ^ 

wenn y, z, n. v, . . . . Funktionen von z sind. Die -Formel (13) ist nun die 
allgemeinste Formel für Differenzirnng. Man erhält hiemach: 
^^r^^i^ = l<y,„T...) = inT ..^+rn....^ + yi....- + yzc. ..- + ... 
welche Formet die Verallgemeinerung von §. 12, V ist. 
Sej etwa zu bestinunen: 



(IS) 





Man Eetze are(lg = 


-Vi— ■)=r. .■ 


= ., ((I) = U. 


■oist 








^=1 
ei Bi 


ar,(ll,=Vl-.■) 


"d = -'<* 


I I 






..- 




seUe mao (§. 13) 


l-l' = y, 1/ 


r = w, 


und hat 


8y 

ix 


.6 


.(«=.)-i^ 


8v StBi 1 


l 8vVb(1-i 

+ »''8t 8i 


„ 1 

1 + 


I - 






1 


I 


I 








(1 + 


w') V^ 


(H-t)V. ,2- 


-..)Vl-x'- 




dann^t« 


„i,,=YT= 


Pj.-or.(» = VT 


- 1*) + 7 a- - 


-3 a' 


(3) ] = 



• Han fügt JB^eiU OrOssen zu nnd snbtrahirt die namliehen Grfl»»eti, so dats ßifferanien 
■nn TorKbein knimnen, bei denen blos y, oder blos e, u. s. w. sieb geändert hat. Statt dann 
die erete dnrch /ii zu diridireD, dividirt man durch /iy, und multiplizitt mit j- n.l. *., »le 
■ich die«! aus der Darsteltnng im Texte <ron lelbet ergibt. 

[:.,qm.o=bv Google 
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Zur Debong legcD wir vor: 

^ _ __i_^i. . ± „ „j ^ i/EEI ,„ 1 ,) = 1V^!=Jl'; i„T= , tIh«;) , 
^(»,<)''"-=(«.i)"'"[«...j(....)-^]i i[(.+.)-(.+b)->+.)-....] 

ni DE II , ,„ , ,, , , B /' b+(i«i«i'\ 

= ^. ^-^rZ-^-JT-^-- '*« = (»+«r(*+W"(.+c]'..;— areleM=— — ) 

!+■ i+b i+o Bi V t+beotxy 

an _ > ai S_ f ■ _2.\ 



-b* 8 



»+h«o»i ' 6i Vi— i'i' V" 

= ,^1— 1^- ,,.^— -■ |^tz>0). 

y7.„y. e. ^y^._y=Bi 

Uan pflegt zaweilen die Gleiehang (13) abkünuiigsveiie auch so zu sEbreiben; 
i.,ft, Jf(T.i.°,T. ..)_ef8T Bf Bi et 8a ff 8t 

ei "''■"''"■' ii ejBi 8i8i en8i BtBx 

Femer irt tlai, dau man Mi Jeden eimelnen Fall sncb die frfibenn Slltie anwenden 
kaiu) nnd meistens gleich schneit inm Ziele gelangt. So sey etwa zn beiUmnieD; 

j'^|4i"a' + 2i"a'- + 3ifW-6n»:(]. 

Stau nnn a' =^ y , I (i) ^= z , itn i == n ca letcen , TerflUirt man geradezu nach den 
Regeln des %. 12 und bat fQi die gemcbte OrOise: 

'[-^r--s']«[-H"--s>'[-ii'-<-)a-^- 

Daaber|| = a'I(a)».13,m), ~" = i?'^ = a'- i(a)2=2a-i(a), ~ = ^ 
u. B. w., SO erholt man 

4i''a'ifa) + 18a'i» + 4i*a"'I{a) + 4ra"-4-3 + 3I(») — 5eo*x 
a}s gesncbten Werüi. den man In der fr&heren Welse gleichfalls erhalten bitte. 

El>en so kann man sieb manchmal dnicb Dmformnngen belfeo. Itt z. B. t— i' (S- 15> II) 

zu beiBnimen, so setze man j' = y und hat i(y)!^»;{i), aiBo{8. H)— ^=l+i(i), ^ 

= y[l + i<x)]. d.h. ~^' = '-[l+H^)\. 

Man üheiBieht leicht, dass mittelst der gegebenen Regeln ea mdglich ist, alle, aoch die 
zasammengesetEteaten Funktionen tod x zn differeniireu. Hiebe! ist e> wohl unnDÜiig, ta 
bemerken, dass wenn nicht i die unabhlngi^ Yeilnderlicbe ist, sondern etwas, und p, q, r. . . . 
FnnktioDen von t sind, man eben so bat: 

if(,.„,...) = yLp+L'ü+L'ü+.. 

rf» '^ ^ ' epBB Bq8s- Br6s 

i-, b Gooi^lc 
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^"^ »,,.... T,..)ä. = .li(r..,n, .,...). ^d,=dr.^di=iz, f-;ji=Jn 

wduieLio: d.t(y, ., », .,..) = i-'<r y + l-'d. + i-' Jn + J-'ä. + 

oy CZ DD CT 

und es vlre wieder d.f (y. z, d,t, . ,) die nnendllGli kleine Zanabme, welche ffy, i, a. r,..) er- 
leidet, wenn y. k, .. . nm die unendlich kleinen Grössen ily, dt, lanohnen. nnd twu in 

Folge deuCD, dui i tun die nnendJich kleine GrfliBe dl sieh Kndeit. 

§. 17. 

DiOrreniiroDg uaentvickett 'gegebener Fpnktiooen. 

I, Im SeitherJgeB haben wir vorausgesetzt, die zu differeDzirenden Fuok- 

tioneD seyeo geradezu, oder, wie man sagt, entwickelt gegeben. Es kann 

sich aber ereignen, das» man eine Crleichung zwischen zvei VeräDderlichen 

hat, die im Allgemeinen durch 

t{T,r) = (U) 

dargestellt werden kann. Ist in (14) der Werth von x z. B. gegeben, so 
folgt daraus der Werth von y, d. b. vermSge (14) ist y eine Funktion von x, 
die durch eben diese Gleichung uoentwickelt gegeben ist. Es ist klar, 
dass man eben so gut sagen könnte, x sey eine Funktion von y. Aus der 
Gleichung 

6x'y + 3i*my— 12f«nr-t-8 = 

folgt also, dass y eine Fnnktion von x ist, die in einzelnen Fällen wohl ent- 
wickelt werden kann, meistens aber eine Entwicklung nicht zulässt, wie ge- 
rade im vorliegenden Beispiele. Soll man nun dennoch w^ bestimmen, so 
wird man beachten , dass nach (14) die zusammengehörigen Werlhe von x 
und y immer so beschaffen sind, dass f(x,y) Null, mithin konstant wird. 
Darausfolgt, dass ^^ = ^=0 (§. II, I), d. h. [§. 15, Gl. (12)]: 

au8 welcher Gleichung nun ~ gefunden wird. 

Am ■ y'+i'— 3aiy=0 

folgt * — ^3i'— 3»y,^=3y'~3ai, 

lU«, 3.'-3ay + (3y'^3.x)^ = 0. 5f = ^^- 

. . „ ... . . .■__. _^ 8y 2^j^-xy'^x\ 



£beas 



tin2t—Hx-hj)+y'i 



'81 r»+iV— *»"J 

_ y'— iyt(y) 



-<3iV + 2tw.2T)(x + y) 



i'y{i- 
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El Tcntaht deb tod Mlbtt. daii mso, itut di« CHaidiiuig (14') in dar hier vorgMibrlebe- 
nen Fonn (0 bildsD, ganf direkt nioh dea frfiheren Regeln die (Heichang (14) 'dffferentlnn 
könnte. So erUelt« min mb »iti2i + y'i' — i(i-F j) = 0: 

-™■.^-'■••-Iii(-^:)=»• 

«oraiu denelbe Wefth vi« oben folgt 

Eben 10 ksnn dio Gleiahaog (14') nach den nnptüngUcben Regeln abgeleitet werden. 
OehtDlmKchiin x-f-iii ober, «omusiy iny + Jy übergehen and i + Ji, y + ^y mOiteii 
nodnrendig wieder der Olaichnng (14) genügen, d. h, man mau haben: 
((H-Ji,y + Jy) = 0. 

Ans dteBu Gleieliang nnd (14) folgt doicb SabtcakUon and EMvition mit ^i: 

Hx+Jx, y+Jy)^f<i,T) ^^^ 

aUo awh ör "'^ ''^^^ " ^'" = , 

L ^i iJy iJiJ 

IL Gesetzt man habe zwischeo den drei Veränderlichen x, y, z die zwei 
GleichangeD 

f{i,y..) = 0: F(i,F.i) = 0. (16) 

SO folgt daraus, dass zwei dieser Veränderlichen Funktionen der dritten sind, 
z. B. y und z Fnnlttionen von x, indem, wenn eine der drei Grössen bekannt 
ist, die zwei aDdem mittelst der Gleichungen (15) bestimnit werden können, 
um dann — . ~ zn erhalten, wird man gemäss §. 16, Gl. (13) ond §. 11, I 



ans (15) ziehen: 



,-»i»i+"»;=o, ii+Hü+^S^=o, (,.., 



aus welchen zwei Gleichnngen die Werthe von ^ , ^ leicht gefunden werden. 

Mau sieht leicht, dass wenn überhaupt zwischen n Veränderlichen x, y, 
2, u, . . ., n — 1 Gleichungen gegeben sind, n — 1 der Veränderiichea als 

Funktionen der n**" (z. B, x) zu betrachten sind , nnd dass man durch Diffc- 
rensirung der n — 1 Gleichungen nach den Regeln des §. 16 die zur Bestim- 
mung der Differential quotienten dieser abhängigen Veränderlichen hinreichen- 
den Gleichungen erhalten wird. 

Aach bier Tenteht es sich ganz ran selbst, daag statt die durch (15') gegebene Form der - 
8t az 
zar Beitimmnng tod — , — nStbigen Fonneln anzavenden, man dnreh anmittelbare Differen- 

zirong nach den (ruberen Regeln Gleiebna gen ntialteii konnte, die zn demaelben Zwecke 
Tontendet werden kSnnen. 

IlL Die Gleichung (14'). i» der x, y, ^^ vorkommen, bildet eine Diffe- 
rentialgleichung von (14). Man kann oft aber durch Verbindung von 



Hohe» Diffsreiitislqaoti«DteD. 59 

(14) und (M') noch eine weitere Differentiatgleichung herstellen. Kommt 
nämtich in (14) eine gewisse Konstante vor, die auch noch in (14') entbalten 
ist, 80 kann man dieselbe zwischen beiden Gleichungen eliminiren nnd erhält 
dann eine Gleichung zwischen x, y, g— , die ans (14) folgt, aber jene Kon- 
stante nicht enthält. Die Gleichnng (14) heisst die Integralgleichnng 
oder nrsprilngliche Gleichung von (14') sowohl, als der wie eben angegeben 
erhaltenen. Es folgt hieraus offenbar, dass man sich zu letzterer eine ur- 
sprüngliche Gleichung gehörend denken könne, die eine Konstante, die in der 
Differentialgleichung nicht vorkommt, enthält. (Yergl. §. 90). 
Sey I. B. die ursprüngliehe Gleichung: 

y* + aj' + 3i + 6=0, 
gy 

80 folgt daraus zunächst: ^^g +2»x + 3=0, 

und wenn man a zwischen beiden Gleidinngen ellminirt : 



eine Differentialgleichung, die ebenfalls zur angegebenen Gleichung gehört, die 
EonBlante a abei nicht mehr enthält. 



Dritter Abschnitt 

Differentialquotieiiten höherer Ordnung. Bedeutung gewisser 

Differentialquotienten. Vertausohung der unabhängig 

Veränderlichen. 

§.18. 
Hnhete Diffenntlftlqaolienten. 
I. Im zweiten Abschnitt wurde gezeigt, wie man in allen Fällen den 
Differentialquotienten irgend einer Funktion zu bestimmen im Stande ist. Der- 
selbe ist dabei im Allgemeinen wieder als Funktion der unabhängig Verän- 
derlichen erschienen , go dass man abermals nach dem Differentialquotienten 
dieser neuen Punktion fragen kann. Bildet man denselben , so sagt man, 
man habe den zweiten Differentialq.uotienten der ursprünglichen Funktion 
bestimmt. Dieser ist selbst wieder eine Funktion der nnabhängig Veränder- 
lichen, deren Differentiaiquotient dann den dritten Differentialquotienten 
der ursprflnglichen Funktion bildet. Wie man hier weiter gehen kann, ist 
klar, und man erhält so die Differentialquotienten höherer Ordunng, 
während man den fr&her kurzweg „Differentiaiquotient" geheissenen , nun- 
mehr ersten Differentiaiquotient nennen kann. Was die Bezeichnung an- 
belangt, so sind für f(s): 

I Google 
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Sf(i) 8'fW 8'Tfr) B-ffx) 

der erste, zweite n'* Differentialquotient, die man zuweilen aocli diireli 

rw. f'W. f'W f"(i), 

oder, wenn maa vollständige Differentialqnotienten bezeichnen will (§. 16) 



durch 



dtW d^ d'tw rf"fW 



ii' dl" 



bezeichnet. Eben so sind ~. ^. ö> "^ "der 

der erste, zweite, , n" Differentialquotient von y. 

II. Es ist nnn leicht , die höheren Differentialqnotientea zu bilden, da 
. man eben bloss nach den früheren Regeln zn 'differenziren hat. So ist 

II =mi— (8-i3.i),^ = »^^ = ".h-i)>— (!.i2.in),J^ = 

■■(«-IXu.-».--» 

alIgemeinoffeiibar-~-^m(iii — iXm— 2)...(m— in-l)i."7^ 

Istdabeim — n (also m eine gaoze positive Zahl), soißt ^-^^ = 0(0 — 1) 
... 1 ; ist m positiv und ganz, aber < n, so ist . = 0. 
y.<!)=i = ,-., ?lL«i_i.-.._±. ti<5!„2,-«=i-, "-liS=-2.3i-i 
^_2J »■l(,) _^ 2.3.t.. (j-i) 

wo das obere Zeichen gilt, wenn n ungerade, das untere, wenn n gerade ist. 

-BY = '''<*f^='' "<'»"■ 7^ = '''['WI"....-,^=s"ll(>)J-. 
Es ist femer ?^ = eo.i = sra(x + |), also daimmer(§.13)^i^"t!! 
^ cos (x + a) = sin ( x + a + ^~) ; 

8nni_ . /- ^~\ ii'ti«x_^ ""V'^2j , ( 2«^ b'mi . /' 3!.N 

ti^=»"C'+t;' 

welch letztere Grösse ^ sins. ist, wenn sich n durch 4 dividiren lässt; 
= coax, wenn bei der Division durch 4 noch I als Rest bleibt; = — s?nx, 
wenn 2 als Rest bleibt; = — coss., wenn 3 aU Rest bleibt. Ganz eben so 

— = -». = „.(, + j).-j-j^ = ,„(, + -2-), _5-^=,„(.+_). 

I, Gooi^lc 



Sey y = arc(tff = x), so ist ^ = cö«*y(§.13, V); demDach^=-^^ 
= — y— ^= — 2coay«inj^ = — 2 sin y coaj cos* j = — ain2yeoa''y 



8iny~\ cos^y = — 2[co«2ycoey — «»»2yattiy]co8^y= — 2t;o«3yco«'y = 

2A(3j + |!)c..'y. 

Man yermuthet daraus, dasB allgemeia Rlr y — arc (ig = ^): 

•-lj = 2.3...<.-.)~.(„ + "^).»-y. (.) 

Der Beweis dtMer BebAOplmig; vird dnreb diejenige Beweitfonn gefabit, die mui den 
„Schlnes tod n &nf n+ 1" nennt, irelchs vir bereit! in der Not« zu %.i,J. angewendet haben. 
Sie wird immer gebraacbt, wenn man ein IhatsAcblich gefundenes und all riehlif ver- 
rontbetes Gesetz genau erweisen will. Wir nehmen also an , die eben angegebene Gleicbnng 
gelte fSr n = 2, 3, ..., rund zeigen, daii sie dann aocb notb wendig für n^r+1 

Sey also 

g^=2.3...{r-l)»„(ry + -^)eo.'y, (h) 

SO erhält man hieraas durch DifferentiatJOD : 

gif^2.3...(r-l)A[^„(,, + ^,„^,] 

=2.3...(r-l)^IW„(ry + ^..^,][^ 
= 2.S...(r — l)[re<w(^rr + ^««'y — ir»«.(^ry + ^eo, — ir««rJM«'y 
=2.3...([<iM(^rj + Y)«<«y — ««(^rf + Yjrinrl«(«' + ' y 
=2.3.,. „»(,y + y+^..."., = 2.3...,™.[(,+.), + e±»--] ,„.-.,. 

Da aber diese Formel, welche richtig ist, wenn die Formel (b) es ist, 
ans (a) hervorgeht, wenn man för n setzt r + 1 , so folgt daraus, dass wenn 
die Formel (a) richtig ist für n — r, sie aothwendig auch richtig seyn ranss 
für n ^ r + I. Für n = 2, 3 haben wir die Bichtigkeit von (a) unmittelbar 
erkannt, so dass (a) ancb gilt fbr n = 4; mithin non auch für n = 5 o. s. w. — 
d. h. (a) gilt für jedes □. . . ' 

HI. Mau wird nun auch leicht folgende allgemeine Sätze fftr richtig er- 
kennen: g-f ist der n" DiSerentialqnotient von y, der n — 1" von ^, der 

n — 2" von -^ , der erste von j^ ,_, . 

8"(y±»±n ...)_8°y^8°»^8"o 8-(y + C) ^8°y 8-(Cy) _ 8-y 

8«° -8t°-8i"-8i"' ■■• 8i- ~ei"' 8z" "Si"* 



62 Heber« Difi^ntiftlqDotieoten Ton </%. 

§. 18'. 
Sie hfiheni Difierenti&lqQoüeDt«!! des Pioduktt J l. 

Wir stellen uns die Aufgabe, den Werth von , . wenn y nnd z 
Funktionen von x sind, za ermitteln. Nach §. 15, III kann man diesen Werth 
abrigens ebeD so vohl auch durch - ; — „ - bezeichnen, da ein „partieller Diffe- 
rentialqnotient nach x" hier keinen Sinn hätte. 

Nach §, 12, V ist 

d(jt)_ B. 8y 

Differenzirt man nochmals, so erhält man : 

d' (y i) _ d /■ e^■^ , ^Z" ^'\_ 8^ . ?yl! , S'y 8t ay 



Eben so ergibt eich: 

Daraus schliesst man, dass allgemein: 

Bey, worin die Koeffizienten die Binomialkoeffizienten fßr die Potenz n (§. 5) 
sind. Der Beweis der Richtigkeit wird durch den Schlnss von n anf n + 1 
gefUhrt(§.5Note, §.18, II). 

Wir wollen nnii von dem SaUe (16) einige ÄDwendungen machen. 

L Dft-^ = ae", -g^ = ft'e", -^ = a" e", Bosey iB{16)y=:e". 



=e",alsoyz = e"-'>-, ?l^ = (a + b)-. 



(a+b)"«('-^ 



i.(n- 



Da der Faktor e'*'^*''^e'" e" beiderseitig Torbandeo ist, so kanii man durch 
ihn diridiren und hat: 

(a + b)- = »■ + -?- 8-1 b + ^'^a—»b»+ + b-, (17) 

was auch immer a und b sejen. Dies» ist der binomische Satz fQr ein ganzes 

positives n (§. 5). 

II. Man setze y^ix», z— x' und beacht«, dass -g— ;=m{m-0...(m-ii+I)x~-'', 

so folgt BUB (16), indem yz = x'3'' = x-+', ^^j— = (a-i-b) (a + b— 1) 

(a + b — n + l)x'+'-': 

(a + b) (a + b— l)...(a + b — n + l)i»+'— = i'.b(b — «..(b-n + l)!"-" 

+ Yai-'b(b-l)..(b-n + 2)i'-"+' + ?^^a(a-l)i-'bCb-l).... 

...(b-n + 3)x»—^» + + a(a-l)...(a-n + l)i"i». 
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Man sieht leicht, dass x"+''-« beiderseitig Faktor istj lässt man ihn weg, bo ist 

(H-b){a + b — l)..{a + b — n+l) = b(b— l)-.-(l> — iH-l) + -fa>>0'-l)--(b — a + 2) 



Diridirt man endlich beiderseitig durch 1.2.,.,ii, so findet sich leicht: 
(a+b)(a-fb— 1)..,(a+b— n+l) ^ b(b — l)...<b — D+1) a bib— l)..(b-nH-a) 

1-3 n 1.2 D "^ I ■ ].2....(n~l) 

^-Z^ b(b-l)...(b-. + 3) , a(ä-l)...(a-o+l) 

1.2 " l,2....,<ii — 2) "^ 1.2. D • ' ' 

a und b mOgen ieja, was sie woileu. 
m. Man soll den Wertb von 

■ ,^ [(«-•)-. W) 

fllr x^a ermitteln, weDU m eine positive ganze Zahl ist, wobei Toransgesetzt ist. 

dass (p (x), g g „ ^ lÜT x^a nicht unendlii^ gross werden. 

Han hat aus (16): 

(i-a)"-*,-->(i) + --..+>n(ni_l) (m-n+D^-a)"— »M. 

wenn n)an,die Differential quotienten von (p (x) mit <p' (x) ^^ (i) bezeichnet. 

Die eben angegebene Gleichung setzt stillschweigend Toraus, dass m]>n sey, 
da saust die letzten Glieder bereits weggefallen wfiieu; ist nämlich 

in<n, so ist — ^-^ = (m — ]) .,.1, ' iTäii — ^ ^0 u. s. w., also schliesst 

dann die Reihe mit dem m + l"' Gliede, d. h. mit , ^" 

mCm-l)...I^°— (i) = n(n— l)...(n — m + Dv"-"«. 

Bezeichnen wir nun durch ^' (a) den Werth Ton (p' (x) fQr x ^ a, so folgt offen- 
bar aus obiger Gleichung: Es ist für x = a 

g. (O,«non.>n. 1 

— it(?-a)"ff(j.)]=}m(m-l)...l»i(a),wennni = n. (19) 

" (n(n-l)...(D-m+l)v"— («),wem,m<B.| 

IV. Setzt man in (19) f (x) = ^j^ = tp (x)—", wobei wir fi (a) nioht = 
Toranssetzeu wollen, so ist: 

/0,--eDnm>n. 

wobei die Auhängung Ton x=a bedeutet, man solle nach TolIzogenerDi^renzining 

■ *(a)- 

t)i (a) nicht Null Torausgesetzl , um im zweiten und dritten Falle keinen ScWierig- 
keiten zu begegnen. 

Setzt man in (19) n— 1 statt n, so hat man 



X ^ a setzen und beachtet wird, daas für n ^ m : . .^ := 1 ist. Dabei haben v 
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g._, j- -. ,0,wcnnn.>i.-l, 

f^ (.-»)-»« = m(m-I)...l,(a),irBnnm = D-l. 

"^ >- J'-' k>'-l)(ii-2)...(n-m)»— "-'{»),w8nD«i<n-l. 

Setzt man nannehr in dieser Gleiehung if (x) = ■ , 5- [t{i(3£)"]=n'JJ (»)""""' t)j'(x), 
vobei wir iriedra VC") Dicht Null Torttussetzen n-olleii, so ist 

10, weDD m^n — 1, 
_ »(m — 1).. .I.n» (>)——'.(.' (B),»enniii=n—1, 

((«-l)(.-2)...(n-m)^':^,[o»(.)—- '.-(<)]_^_. wOmm<n-l. 

Fürm=n — 1 iataber n — m — 1=0, alBoifj(a)''-"-' = l, da nicht iji (a) = ! 
ferner dana m{m — l)..,],n^n(n — 1).,,1. 

Eben 10 ilt (a-1) (n-Sj-.-fr-ai),^^ [a»«-— '»■WJ 
= »(a-l)...(a-m)~_^, [^^ ^''''>"'] 
=n(a-l)...(._«+l)^(»M— ], 

„da,. KS[(^)"r."<->"L. 

/O, weimm>n— 1, 
_)n(n — l).... !*•(«), wenn 10 = 11-1. 

(n(D-I) (i>-w + l)g~^[vW— J_^,. wenl.in<n-l. 

Wir werden von dieaen SStzen später Gebrauch machen (§. 69). 

V. Serr = arc-(«jn=x), al30^=-^=^,=(l-i')^ 

8y 



ao ist offenbar (1 — *')r; 



Da».. Mgl, irl[„_,,!^] = ^±^,[.»l] 



Nun ist ö-(l — x*) = — 2i, g-i(l— x') = — 2, alle höheren Differential- 
quotienten davon = 0, mitbin hat man: 



(I- 


-•'B-n 


-28» 


Ti 


^ '^ 1.2 8i— » 


'-'"äi 


-';^ a-ae— r^ 


woraus folgt: 


(1- 


■'1 


ri-»" »•'">(" =9-r-' 






e Formel, die 


B 




e— ly e—'y 

eT^' ä7^ finden lehrt. 


sie gibt: 
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Höhere Differ«ntialqiu)tlen(en tod Fiinklioneii mehrerer Ftmitionen. 66 

- VI. Seyy = orfl((^=j).»l»0g^-Y^ = (H-x')-',g=-(H-x*)-'(2x) 
^ — j^ ■- i,, . so ist (l+x')g-p^— 2»g^, woraus ganz wie oben folgt: 

^^ 'bi' 1 ei— ' 1.2 8i— • 8i— ' 1 e»"-» ' 

welche Fonn«l ganz eben so benßtst wefdeta kann, wie die entsprechende in V. 

§. 19. 
Höhere Dlfferential^noUeoMn tod Fnnktioaen mehiercr FnnkCionen. 
I. SeyeD y, z (stetige) FnokljoneD von i, f (y, z) eine Funktion beider 
Grflssen, so ist (§. 16, U): 

Deranach(§. 12, IV, V): 

d'f(r.i) _ d /-afv 8y Bf e'y d /'Sf\ 8i 8f 8'» 
dl' ~dx KiyJ'd^ 6jdx' dl ^8i/'ex''"8i 8i'" 

Non sind ö~t g~ iiu Ailgemeinen wieder FuQküoneo von y and z, so 
d«8s(§.15, n): 

.sr er 

d^Z-Bf-N^JIy ey °8yBj_8^8r _8^B; 

diVByJ 87 6x a» e» By'Bi eyBiBi' 
WO nan t— ; bedeatet, man solle f (y, z) zweimal bloss nach y differenziren, 
wobei also z wie konstant angesehen wird; g— ö-bedeotet,niBnsollef(y,z) 
zuerst partiell nach' y, dann das Ergebnisg partiell nach z differenziren. 
Eben so ist ' 

d /'Bf\_ B'{ By 8'f 8. 
dx\3tj 8«8y 81 Bi'Bx' ' 

G. Was nun die hier vorkommenden Grössen betrifft, so ist 

JIL^JIL, (22, 

ByB« 8*8y' ^^^ 

d. h. es ist gleicbgiltig , ob man zuerst nach y and dann nach z differeozirt, 
oder ob man in umgekehrter Ordnung verfahrt. 

Um diesen Satz zu erweisen, beachten wir, dass g— der Gränzwerth von 

j~ (^^ ^'^ anendlich abnehmendes dy) ist, so dass man 

setzen kann (§. 15, I): 

f(j + Jy,.)-t(y,i) = (^ + «)^y, (a) 

DlsBiar, DUhrSBlInl- B. tstafnl-RKliaiiiif . t. Aufl. 5 
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wo a mit Jy gegen Null geht. Dabei hängt nat&rlich a von y nnd z'ab. Ist 
= 9 (y, z), so hat man aleo 

f{y + Jr, t)-f|j,.) = [».{r,t) + B]^7. («•) 

Setzt man in dieser Gleichang z + ^z an die Stelle von z, so wird dieselbe zu 

WO o' der Wertb von aist, wenn manz + Jz statt z in letztem einsetzt. 
Da a von y nnd z abhängt, so ist also nach §. 1 5, I auch 

— Gi-.)-. - '•' 

wo a, mit Jz gegen Null geht. Die Grösse a' geht (wie a). nothwendig 
gegen 0, wenn Jj gegen Null, wie sich diess ans der Oleichnng (b) anch 
unmittelbar ergeben würde. * Demnachgeht, wasanchiJzsey, dieDifferenz 
tt'—a (mitJy) gegen Null, so dass, nach (c), die Grßsse r^ + a, mit Jj gegen 
Null gehen muss. 

Abb (a'), (b) und (c) folgt: 

Hj + Jj.t + Jt.)-Hj,t-hJi) f(y + ^T.i)-t(y.>) 

_ y(r.i+Ji)-»fy.i) , 8a . ,., 

37 -*-ri"^"'' '*^ 

Lässt man hier die Grössen Jy, 4z gegen Null gehen, so ist der Gränz- 
werth der ersten Seite dem der^weiteo gleich. Letzterer ist aber (§. 15) gleich 

8« 8«fly 8y8i' 

Ist eben so t- = ^ (y, z), so hat man 

f(y,H-Jx)-t(y.l) = [»{y.l) + fl^,. 
i{y + A,. « + J.)-f(r+ Jy, f) = [v(y + ^y, r) + jr]^«, 

wo ß nnd ß' mit äz zu Null werden, /?, mit Jy und r^ + A mlt^z. 
Daraus folgt 

f(y + Jr. » + J»)-f(y + J y,») _ f(y.t + Jt)-f(y.t) 

_ »(r + ^y.»)-y<y.») . Bj? . , 

Der Gränzwerth der zweiten Seite mit abnehmenden 4y, Az ist 

ey 8yS»~BiBy' 

und eben diese Grösse ist also auch der Gränzwerth der ersten Seite. Da 
aber die ersten Seiten in (d) und (e) identisch sind, also gleiche Gränzwerthe 
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haben, so mOsseD auch die zwtriten Seiten solche Gränzwerthe besitzen, 
woraus die (22) folgt. 
III.' Demnach ist 

dl' 8y VB iJ ByÖtBjBi 6i' v3xy 6 y 81;' 8181' 

Es ist leicht zu Qbersehen, wie man hier weiter gehen kann und das«:, nm 
— 3-1 zu bilden, man beachten muas, dass 1- ( e— i I ^ E-^ o ■*- o . n s- 1 

fli' ill V,B yV By'Bl dy'öiöl 

E 0=2 MS«- "3) 

So erhält man: 
d'f(y,z)_re'fey B'f 8q/-8y-\' B'f 8y8'y r fl't 8y e*f8x-| 

dl* Ley'8i Sy'BiBiJVei^ By'BiBi' LSy BiBy 81 By Bi^bJ-^ 

878' I „8'f s^T ^^oili *? fi'' I r 8'J sy^iü i^i r^V-i-a^'^^ 

8181 ByBi8i'8i ByBi Bi 81' L8z*8y 8i"^6i'Bd ^61/ Bi'BiBi' 

-^ r^ !2^-^ ?il !^^H B'y I p'f äz , 811 8il 81f , ef ö!? 

LSy' Bi ByBiBjJ 61* 6y 81' LBiBj Bi 8 z' 81J 8i'"^fli Bi«' 
Da nun, dem Obigen gemäss, bei zwei Differenzirungen, die anf einander 
folgen, die Ordnung der Differenzining gleichgittig ist, so ist auch 
B'f _ B'f _ e'f B'f _ B'f _ B'f 

ByBiBy~8y8y8i~ey'es' Bi'By ^ BiByBz ~ By 8«'' °- *' '■' 

80 dass 

*\/, 1-^'^ r^rV-L.^ ^'^ Y^A' **-u-a ^'' 8y /BiV B'f i'BzV 

6iS*<y''' = 8? l6lj-^^8?r. W Fi+^BTeT'B^ W"^8l5W 

, B'f ByB'y a'f B'ySz B'f 8y B'z 8'f BzB'z BtB'y Bfa'i 

By'Bxei' By8i Bi'Bi ByBz Bi Bx' Bz'Bi 81' 8y 8i' BiBj'* 

Wie man hier weiter geben kann , ist wohl klar; ebenso, wie man sich' 

Kn benehmen hat, wenn ma^ aine Funktion von mehr als zwei Funktionen 

von X hat. 

Die direkte Rechnung nach den früheren Regeln fuhrt gemeiniglich 
rascher zum Ziele. 

So %. B. um ^, [3t'y(jp)'] au finden, hat mao (§§. 12, 13): 

5iL' 'Vb^J J-^^'le?; ■*-" 8i Vb?; +^' ^81' eP' 

di'L ^Vei'> J ^Ux'^ ^■''bx Ux'V ^*'^8i'ei'^''^8xVBi'^ 
+ ,. /'!:iV+ 2x' ^ ^ 5^ +4xT ^ ^ +2x' ^ ^ ^ + 2x'y f^^' 

^' ^..Bi'J Bi 81' ei'^*''^8x' 81' Biei'ei' ^ vbiV 
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HtiiMe DiffeNiitlalqiiotleiitaii bei nneDtwlckelten FtuktloDeii. 
IV. lat eioe Gleichung f (x, y) = gegeben nnd man soll g-|, g^ • • - 
danuiB bestimmen, so hat man, indem mao diese Gleichnng nach einander 
mehnnaLB diSerenzirt (§. 17, 1): 

8'r 8'f Bf / • 8'f 8'f flABy ■ Bf 8'r_p 

8t' Bi By 6i V.8i8r 6y'8i^ 8i ey'Bi' 

d.h. . eP^^äTe^Bi^BT'UJ^eyex'-""-*-"- 

woraus ^, s^..-- folgen, indem man zuerst jp aus der ersten Gleichnng 
bestimmt, and dann diesen Werth in die zweite einsetzt, u. s. v. Im be- 
sondern Falle wird man dnrch direkte DifferenziniDg den Zwetk eben so 
leicht erreichen. 

Bat man z. B. die Gleichung 

I e» + 3»»*i«y — 22 = , 

BO folgt daraus tf + i«i-^+3*»»y+3iBo*yg|=0, 

«i"i"5l+"'(rD'+«'"'rI-'"»'(rD"-^"'i^+»""'ir.=»'»- 

V. Ans den bitheiDugeitsUten geht wohl lu Gtonflge benor, dui mit Hilfe der Hegeln, 
die im enten AbBehnitt gegeben müden , die BUdmig eiuea jeden DifferenClalqnotienten mög- 
lich iit nnd einem Anituide «aU nicht nntntiegt. GevObnUcb ist die diiekte Differeniirang 
deT nach g. 19 ToUiogeDen Tormiielieii, da ne nua^eh duielbe ResoltM gibt und gewin 
leichter im GedSchtniu eq behalten iit. Zat Debnng wollen vir non noch einige DitTermÜ&l- 
qnotiMtten Torlegen. 

Bi' Ve«v 



d 8 



" ' • VBxV Bi Bi' Bx B?. 
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B ,^B'r-\ Bi' 8 /■ 8r-\ 
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§. 20. 

BerdU in %. 11 \aiieD vir anf die gtotnetriMbe Bedeutnnc der Grflue ~ uifinetiMra 

gttDMbl Wii Tollen hier nun iia«b einige Terwandta ÜntenDCbnngen Qber Bedeutnng ton 
OiffetenUalqnotientcn infQgeD. 

Wkohian nnd Abnehmen einer FnnktloD. 
I. Sey y eine stetige Funktion von x, und es Dehme x nm das positive 
Jx zu, werde also zu x + Jx, so wird y zu y-H Jy werden, nnd wenn nun 
Jy positiv ist, so hat y zugeuommen; ist dagegen Jj negatir, so hat y ab- 
genommen. Da wir Jx positiv voraussetzen, so werden wir offenbS aucli 
sagen kOnnen: Wenn ^ positiv ist, so hat y zugenommen; dagegen abge- 
nonamen, wenn dieser Bruch negativ ist. Denken wir uns nun Jx sehr klein, 
so wird natfirlich das Gresagte ganz eben so gelten, und immer wahr seyn, 
wie klein auch Jx seyn mag. Da aber (§. 15, I) * 

and a sehr klein ist, wenn dx es ist, so wird tllr ein Jx, das klein genug 
ist, die Grosse -^ dasselbe Zeichen haben, wie ^, indem letztere Grösse 
einen bestimmten endlichen Werth ^at, also schliesslich immer gegen a 
flberwiegen wird, wenn nicht etwa fUr den speziellen Fall ?— = wäre, was 
wir nicht voranssetzen. Bieraus folgt der Satz: 

Ist (tilr einen bestimmten Werth von x) ~ positiv, so wächst y mit 
wachsendem x und nimmt also auch ab mit abnehmendem x; ist dagegen ^ 
negativ, so nimmt y ab mit wachseDdem x, nimmt also zu mit abnehmendem x 
(für kleine Aenderuogen des betrachteten Wertbes von x). Da auch 

nnd fQr ein sehr kleines Jx anch a schon sehr kieia ist, so schliesst man 
hieraus leicht noch, dasß y (fUr kleine Aendemngen von x) am so bedeuten- 
der sich ändern wird, je grosser der Werth von g- ist 

NatQrlicb wird man eben so auch sagen kennen, dass ^ mit wachsen- 
dem X zu- oder abnehme, wenn t— , positiv oder negativ ist; dessgleichen — -, 
mit solchem x zu- oder abnehme, wenn t-^ positiv oder negativ ist, u. s, w. 



• lit T = t(i), >o Ut f(i-l- Ji) = y-H Jy, also f (n- J») — f{i) = iJy , 
die Gleicbung (8) In 1. 1 B. I jetil beiu 
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70 DiffereDtiatqnotient eineT ebeoan FiMhe. 

UiffereDtialqnotient einer ebenen Flkehe. 
It. Sey AB eine beliebige krumme Linie (Fig. 2),. deren Gleichung für 
rechtwinklige Koordinatenäxen man kenne; MN die zur Abszisse OM = a 
gehdrige Ordinate, eben so PQ die zu OP = x gehörige Ordinate y, die 
Fläche MNQP = n, so wird u eine Funktion von x seyn, da sicher diese Grösse 
eich ändert, wenn x sich ändert. Dabei setzen wir voraus, dass n wachse 
mit wachsendem x (Nr. I) und dass y positiv sey. Man soll den Wertli von 

g~ ermitteln. 

Setzen wir PP' — Jx, ziehen die Ordinate P'Q' = y + -iy, so wird 
MN(ft" der neue Werth der Fläche u, also u + Ju seyn, so dass 
PP'QQ' = 'iu. Wie aach die krumme Linie beschaffen sey, so wird man 
^x immer klein genug annehmen können, dass 
die krnmme Linie zwischen Q und Q' nur steigt 
oder nur fällt (d. h. dass die Ordinaten zwischen 
PQ und P'Q' alle wachsen, oder alle abnehmen). 
Zieht man nun QS, Q'R parallell mit der Abs- 
zissenaxe OP, so räd das UecUteck PP'Q'H 
grösser seyn als Ja, wahrendPP'SQ kleiner ist 
als Ja. (Würde die Kurve zwischen Q und Q' 
fallen, so wäre das Umgekehrte richtig; wie man aber leicht sieht, ergibt 
diess Bchliesslicb dasselbe Resultat). Da non P'Q' = y + Jy, so ist das 
Rechteck PP'SQ = yJx, PP'Q'R = (y + z/y)z/x, so dass also Ja ent- 
halten ist zwischen yJx nnd (y + Jy)iix, mithin ^zwischenyundy+^y. 
Lässt man nun Jx unbegrenzt abnehmen, so wird auch Jy unendlich ab- 
nehmen, so dass y und y-l- Jy mehr und mehr sich nähern. Daraus folgt 
(§. 7,1), dass Gr^ = y.d.li. 



Da ($. 16, I) Ju = ^Jx-^aJ, = y^i-HaJi 

und a mit unendlich kleinem Jx selbst verschwindend klein wird, so kann 
man auch sagen, dass für ein unendlich kleines^x das Fläch enstUck PP'Q'Q 
als ein Rechteck von der Grundlinie Jx und der Höhe y anzusehen sey. Wir 
weiden später ein solches (unendlich kleines) Flächenstück ein Element 
der Fläche nennen. * 

DiOeientiolquotieDt eines Bogens. 

III. Sey FG (Fig. 3, siehe nächste Seite) eine beliebige Knrve, OQ=x, 
QM:=y, QR=Jx, RN=;y+Jy, ferner der Bogen FM, von dem (beliebigen) 
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Punkte F ans gezählt, gleich s, so ist b eine 
Fanktion von x, alsoMN = ^8. Man siehe 
noD die Sehoe MN, and denke sich an den 
Punkten M und N dieberöhrenden Geraden MD, 
DN an die Knrve ge20gen. Da man Jx klein 
genug wird annehmen können, dass der Bogen 
MN seine erliabene Seite immer nach der- 
selben lÜchtung hin wendet, so ist die Summe 
der Geraden MD + DU grösser als der Bogen MN, während letzterer grösser 
ist als die Sehne MN, wie man in der Elementargeometrie beweist (vergl. 
etwa Legendre, Geometrie, Buch IV, Satz IX). 

Man verlängere nun die berbhrende Gerade MD, bis sie die Ordinate 
RN in K trifft; alsdann ist MK.+KN>MD+DN. also auch MK+KN>J8^ 

Ist nun a der Winkel PMD, so ist tg a = g| (§■ H) und MK = ;^ 
= ^x-/l + (g)'; weiter ist PK = MP (y«= JxJ^, PN = Jy, also 

NK=^x^^-/»>=^x(|^^~-^Q;MN=Vc5I)M^'=^Y^-^(s)'' 

mithin . /■ — — tt--. 

Mit ,b»ehmend™ ^n »erden die erste und dritte dieser Grössen su 
y", 7(ii)',sod.s»(§.7,I) 

Diese Gleichung setzt allerdings nnr den Fall der Figur vor.ns, d. h. 
da., s waehse mit .. • WOrde . .bn.hm.n m,t waebsendem . (»en. d» 
Bögen etwa «on A gegen F ge.ihlt worden), se hätte man (§. 20, I) 



B=-V-0' 



. D., F.., d., F,^ i» a». d... . ... . -'*';,f ™;,£ - r ITA 

r»* -^'r/or.!, ....i.V. 1. — ;«rJ^^^^^ 

t^tea F.aie. - Mao Mtta al.o .0 nrMrMheiden : 

1, ,,.««, .,1... ^..'/^>o- J.». i»..*»».». "••■•"* ''••^"'•■■ 
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Hau kann sich aach leicht übeneagen, dass das Resultat Doch gilt, wenn die 
Kurve ihre hohle Seite entgegengesetzt wendet. * Allgemein also ist: 



ti^KlÖ" 



in welcher Formel das obere Zeichen gilt, wenn 6 mit x wächst, dos untere 
im entgegengesetzten Falle. F&r unsere Fignr, wenn s von F ans gerechnet 
wird, gilt das obere Zeichen von Fbis A, und B bis G, dagegen das antere 
von A bis B. WOrde man s von G- aus rechnen, so gälte das obere Zeichen 
von B bis A, das untere von G- bis B ond von A bis F. 

Es folgt hieTiQi, da« fBr ein naendKch kleinei Ji man dat Dreieck, gebildet tod 
MP=^iJi, Pfi^/lj und Bog. MN = Ji alt geradlinig uuehea darf; deaa alidaon folgt 

j.-=j.'+j,', (f;)'=i+(^)". (n)'='+0"- '»"'»" «"tad... 

Begreiflich heilst dieu daiMlbe > als wedd man aiuapricht, e> falle die Sehne UN. für ein 
oneDdllcb kleines ^i mit iem Bogen J ■ znsamraen. 

DlffereDüalqnatient einei FlaohMaouclinltti. 
IV. Sey AM (Fig. 4) eine beliebige Kurve, welche anfPoUrkoordinaten 
bezogen sey; der Pol, OA die Polaraxe. OB sey ein bestimmter Fahr- 
Fiff. i. strahl, MO=:rein zweiter, derzum Winkel MOA=(i) 

gehöre; u sey der Ausschnitt BOM. Lässt man ta 
um MOK =^ ^ö> wachsen , so nimmt u um den Aus- 
schnitt MON = ^n zn, und man wird wieder Jta 
klein genug nehmen können, damit zwischen M nnd 
N die Fahratrahlen beständig zu- oder abnehmen. 
(Ffir unser» Figur hat das Letztere Statt.) Mau ziehe 




3) o positiv stumpf. Dieser Fall i>t der terkeh rte top dem in Nr: 2, so das« man bloss 
— Jitta /ix IQ setzen hat und ertillt -! = — "l/ l+jil^ . 

4) a negativ stumpf. Ist der Terkehrte Fall 1, nnd ergibt sich also — = — v/n-^'?-?^', 
Üabrigens wird man, den Anachanungen der analytigeben Geometrie gemäss, die knimmo 

Linie als GrSnze eines geradlinigen LiDleniaga ansehen, dessen SeiteniaU sieb immer mehr 
»ermehrt. Daraus folgt, dass die Gleichung Js' = ^,' + ^y'. welche fDr die Sehne MN = .iJs 
unter ttUen Bedingungen gilt, und die auch (^|iy= 1 + (^^y heisst, an der letzten 
Grinse, wo sie zu (^) = 1 + QQ' ^rf, (n, den Bogen s gUt. (Vergl. (. 47.) 

• „Eine Kune heisst erbaben oder hohl in einem TheUe ihres Laufs, wenn in diesem 
Tbeila die Aenderong der Richtung ihrer Elemente immer in demselben Sinne Tor sich gebt." 



DiffeTenti&]i]iiotiei]t dei Inhalts onJ der Fliehe alDSB Botfttionikllrpera. 
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alsdann mit den HalbmeBserir OM:=r und ON = r + ^r nni die Ereie- 
bOgen MM', NN', deren Längen also iJea, (r + ^r)^w seyn werden, so ist 
z/q enthalten zvtsehen den KreisausBchnitten MOM', NON', deren Flächen 



sind - 



.d.h. 



Ja 



ist enthalten zwischen - 



nnd '- 



+ r^r + j(^r)*. Läset man Ja unendlich klein werden, so werden anch 
rJr, t(^0* ß* werden, mithin wird man wie iu I! haben: 

— = {r'(n wachsend mit a), dn^it'4'- 

Mau kann also hier sagen, dass das nnendlich kleine Element MON^i^n 
als Kreisaijsschnitt anzosehen sey, dessen Mittelponktswinkel dw, und dessen 
Halbmesser r ist. 



DiffMeiitialqaotieM des Inhalts nnd der FIftehe eines [t«taIJaD«kOrpen. 



-^i^ 



V. Die krumme Linie* NQ (Fig. 6) drehe 
sich um die Abszissenaxe OP und es beschreibe 
dadurch die Fläche MPQN einen Körper, dessen 
Inhalt — vsey; sey ferner OP—x, so wird, da 
MN fest ist, V eine Funktion von x seyn, Sey PF' 
= Jx, 80 wird die Fläche PQP'Q' das Körperstück 
z/v beschreiben, und dasselbe ist immer zwischen 
den zwei von PP'QS nnd PP'ÜQ' besdiriebenen 
Zylindern enthalten, deren Inhalte sind y*re Jx und (y + //y)'7r^x; mithin 
ist^ enthalten zwischen y're und (y + Jy)'jr, und da mit unendlich ab- 
nehmendem Jx., also auch solchem Jy, diese letzteren Grössen sich unbe- 
gränzt nähern, so ist (§. 7, I): 

— = «)'*(t wachsend mit i), di^«y'rfi, 
WO y die zu x gehörige Ordinate der beschreibenden krummen Linie ist. 

VI. Dieselbe Enrve beschreibt bei der Drehung eine krumme Ober- 
fläche und sey z der Inhalt ^er von NQ beschriebenen Oberfläche, so wird 
z eine Funktion von x, und dz die von QQ' beschriebene Oberfläche seyn. 
Zieht man die Sehne QQ'~V(^^)' + ('^y)'> 8° ist die von ihr beschrie- 
bene Oberfläche (Mantel eines abgekürzten Kegels, dessen Halbmesser y 
nnd y + Jy smd) gleich 

Ist s der Bogen NQ, also d& der Bogen QQ', so werden J& und die 
Seltne QQ' sich mehr and mehr nähern, abo auch die von ihnen beschiiebenen 
Oberflächen, so dass das Verhältniss beider Oberflächen sich der Einheit 
nähert, oder es ist 
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2(,+iJj)i,V(jTy-i-(dj)'' 



oder ß ^ ^±1. |^ = ±27.V^4FJ"'- 

worin das Zeichen immer gemäss den Unterscheidungen in Nr. I zu wählen ist. ' 
QeschviD digkeit. 
VII. Denken wir ans einen Körper geradlinig uud gleichförmig bewegt, 
so heisst man den in der Zeiteinheit (gewöhalich eine Sekunde) zurückgeleg- 
ten Weg die Geschwindigkeit desselben. * Gesetzt nun aber, der gerad- 
linig bewegte Körper bewege sich nngleichtörmig, so wird man unter Ge- 
schwindigkeit desselben in einem bestimmten Zeitmomente den Weg ver- 
stehen, den er in der darauf folgenden Zeiteinheit zurücklegen würde , wenn 
er sich während derselben genau eben so bewegen würde, wie er sich in dem . 
betreffenden Augenblicke bewegt. 

„. „ Sey also AM (Fig. 6) der Weg x, den der Körper 

\ in der Zeit t zurückgelegt hat, so wird x eine Funktion 

-■* * ^ von t seyn; sey weiter MN der Weg Jx, den der Körper 

in der darauffolgenden Zeit zft zurücklegen wird. Die (so eben aäHer er- 
klärte) Geschwindigkeit dea Körpers in M sey v (= dem Wege, den der 
EörpervonMaas in einer Sekunde zurücklegen würde, wenn ersieh während 
dieser Zeit genau so bewegte, wie er sich in M bewegt); also, da v eine 
Funktion von t seyn wird, v + ^v die Geschwindigkeit in N nach der Zeit 
t + ^t; dabei wird nlian Jt immer klein genug annehmen können, damit die 
Geschwindigkeit v, die eich ändert, während dieser Zeit beständig wachse 
oder abnehme. Es finde nnn zunächst das Erstere Statt, d. h. v wachse 
während der Zeit Jt; ahdann ist sicher MN oder z/s > vJt, da v dt der 
Weg wäre, den der Körper in der Zeit Jt zurücklegen würde, wenn die Ge- 
schwindigkeit v bliebe; eben so ist ^x<(v+^v)^t. Daraus folgt, dass 
j- immer zwischen v und v + dv enthalten ist, und da diese beiden Grössen 
sich nnbegränzt nähern, wenn ^t (also auch ^v) unbegränzt abnimmt, so 
hat man ht='' rfi=T(It. 



' 1g6 bUo I der m der Zeil t (Sakmideii) lurUekgelegte Weg, t die Qetchiriadigkeit, i 
an i = 'rt, woran« such t^=t- ■ 



oyCoOt^lc 



BRTegende Enft. 7 5 

SO dass also ^ die g«GDchte Geschwindigkeit aasdrQclit. WSrde v währead 
der Zeit Jt beständig abDelimen, so wäre äx<,vJt und > (v-|- z}v)^t, 
80 dasB wieder -j- zwischen v nod v + ^v läge, und mau dasBelbe Resultat 
erhielte. 

Bevegeade Kraft. 

Viri. Ein Eiirper, anf den eine sich immer gleich bleibende Kraft fort- 
während in derselben Richtung wirkt, bewegt sich geradlinig und so, dass in 
gleichen Zeiten die Geschwindigkeit um gleich viel vermehrt wird, wenn die 
Kraft fördernd auf die Bewegung wirkt, oder um gleich viel abnimmt, wenn 
sie der Bewegung hemmend entgegenwirkt. Diese Aenderuug ist Qberdiese 
der wirkenden Kraft proportional 

Gesetzt nun eine mit der Zeit veräudcriiche Kraft wirke auf einen KGrper 
in immer derselben Richtung ein und sey s der in der Zeit t zurfickgelegte 
Weg, V die am Ende desselben erlangte Geschwindigkeit, also Jx der in der 
Zeit dl zurückgelegte Weg, v+^v die nach der Zeit t + ^t erlangte Ge- 
echwindigkeit; ferner sey qi> die am Ende der Zeit t wirksame Kraft, also 
gi-h^y die zui- Zeit t + zft, p das Gewicht des Körpers. Man wird wieder 
Al klein genug annehmen können, dass tp während der Zeit Stimmer wächst, 
oder immer abnimmt 

Hat zunächst Ersteres Statt, so wird Jv grösser seyo, als die durch 
eine 9 gleich bleibende Kraft während Jt hervorgerufene Zunahme der Ge- 
schwindigkeit, und kleiner als die durch ^ + ^9) während ^t hervorgebrachte. 
Was nun die eine oder andere anbelangt, so weiss mau, dass der KSrper, 
wenn er unter dem Einflüsse seines eigenen Gewichts p (beim freien Falle) 
steht, in jeder Sekunde seine Geschwindigkeit um g (= 9*80896 roetres) 
vermehrt, also in der Zeit Jl um g^t, und man würde also die durch y 
hervorgebrachte Aenderung z finden aus 

I g^t gf>^t 

, 60 dass 

also -^ iumier zwischen — und ^ — liegt. Da mit unendlich abneh- 
mt P P 
mendem ät auch Jy unendlich abnimmt, so folgt hieraas 

Bt p ■ * g et' p ' 

nnd da (nach VI!) v = g^, so ist anch 



•—7 8^5- 



g «ind in demselben LXngen 



t ist in Sekaaden fa geben, «ena g obigen Weith haben (olU 
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Man sieht leidit, dass dasgelb« Resultat noch gilt, wenn die Knft fort- 
während abnimmt. 

§■ 21- 

VeitaTuahODg der aDabhSnpg TarindeiildMD. 

Es kami aiuh ereignen , dass, nachdem j ah Funktion iroa x angesehen 
worden, man es zweckmässiger findet, statt x eine andere nnabhängig Ver- 
änderliche n einznf&hreh, von der z selbst abhängt, oder als abhängig anza- 
seben ist. Da nnn (§. 13) 

iz 

H.. B-fl«* ^^ R-w »-* 



SO folgt also, dasa man T-^ werde ersetzen durch den ihm gleichen Werth 

■^ , in dem blos Differentialquotienten nach a vorkommen. Ist Uberbanpt q 

eä 

irgend eme von x, also anch von n abhängige Grösse, so ist hiernach 

Also auch, wenn o = -? : 



8'r_ en KüiJ 



I. r?I^ ^°\ 1? 7 8'6'y B'iBy 
Bu8n* Bn'8a,, 



8n Sa' Bu' 



©• 



I dass gp durch diese letztere Grösse zu ersetzen ist Eben so: 



Bu /-ei-\' /8iVBV_j,8i8^6^ By/B'iy BiBrB^ 

?ll=Ari!2^-_ Ven./ Uu/Sn' BdBu'Bu'"^ BnUuV ^dnBnBn' 

8»' BiV^BxV- ex Tely * 

eu Kj^J 

Han sieht leicht, dass man diese ümformtingen in folgender Weise an- 
deuten kann: 

^ A fit\ ± ('^ly^ b /■e'-'y\ 

dj_da 6'7_ aa\.8iJ B'y ^ 8ii_^ .8xV 8-y_ 8B VB^^ J 

8» 8x* Bi* 6i ' Bx> Bi '8i"~ Bi 

8u 8u ea 8^ 

b Google 
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vorin jeweils för ^ ä~^ ^^^ vorhergehende ausgerechnete Werth zu 

setzen ist Hiemit ist die allgemeine Aufgabe der Vertaa^chuDg der dd- 
abhängig Veränderlicben gelOst und wir wenden ans zq den folgenden 
besonderen Betrachtungen, 

I. Soll y als neue nnabhftngig Veränderliche, x als abhangig von j an- 
gesehen werden, was man immer kann, so ist oben a = y, also ~= I, 
(§.1I,I), mithb J^ = 0(§. 12, 1), |^. = 0, also 

8y 1_ a'y^ 8y' B'y^ Kij'J bj bj' 

By ysjj UjJ 

Soll s. B. in d«m Ausdruck (§. 66, HI) 

Bi' 

in dem j ab Sanktion von x angesehen ist, umgekehrt x als Funktion ron j be- 
trachtet werden, so ist 

e = ± — -^ ± _Bix = + eii 

By' 8y* By' 

Qf)' 

n. Der Zasammenhang zwischen x und u ist durch eine Gleichung 
f(x,u)=Ogegeben. Alsdann zieht manhierau8(§. 19, rV)x,r-, r-ii... in u 
nnd ersetzt g^> ■ ■ ■ wie angegeben. 

Soll 2. B. in der Gleichung 

fllr X die neue unabhängige Veränderliehe to eingeführt werden, so dass x=^co«i», 

Bi B'i 

so ist g- = — «m«, ö— i^ — CMO», also 

6x . ^__ 8y 

By^__6^ B'y_ **"''B«' "^'"b.» 
Bi tin<a' Bi' «m's ' 

also hat man, wenn man sogleich mit tin*io multiplizirt : 

■ 8'y 8y . , By , . , „ ■• 

*■•■■ ^.-«(i7-(H-«i;'-)g^-t-ay««'- = 0. 

[:.,qm.o=bv Google 
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III. Ist der Zosammeabasg zwischen x und n vermittelt durch eiae 
Gleichung, die auch 7 enthält, also der Form nach darch 

bezetchaet werden kann, so zieht man hieraus, indem man nach u differenzirt 
ond z, y als Funktionen von n ansieht, eine Reihe Gleichungen , vermQge 
welcher x, r-. 7—,, . . . durch u, y, 0^, g-^, , . . ausgedrückt und in die 
vorgelegte Form sabstitnirt werden können. Es kann sich dabei auch zu- 
tragen, dass die Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen x nnd n 
geben soll, Differentialqaotienten von y und z nach u enthält. Alsdann kann 
man vielleicht einige der ersten GrOssen z, t~, . . . nicht ermitteln, die 
Übrigen jedoch dorch diese ersten ausdrucken. Besteht z. B. die Gleichung 

zwisAen x, y und der neuen unabhängig Veränderlichen s , so folgt hieraas 
durch Differenzimng (nach s): 

U»v veiV^8s8.' 8«e8* ■ 

und vermöge der Gleichungen (a) nnd (a') kann man j-, 5--J, ~ 

durch g^, ^. J^ , ausdrücken. 

IV. Endlich ist es mOglicb, dass man statt y selbst eine neue abhängig 
Veränderliche einführen will. Dadurch ist jedoch der Gang der Rechnung 
keineswegs erschwert, wie wir au folgendem Beispiele sehen werden. 

Man soll statt x nnd j die GrOaten r und to einfilhreii, so dasi 

und r als abhängig von 10 angesehen werde. Uan hat hieraus: 



(>') 



* BetnchUt man in der Oleiahnng S- 20> UI= (a~) ~^'^\^) ' " <''* ''^"^ nuab- 
hüngig Veritnderliche , eo erbllt man gemSu Nr. I: 

('S) f-Y ^"J y'J 

10 dass die Oleichang (a) eine Uicht aiuailEprechGijde geometrische Bedeatnag liat. 

I Gooi^lc 



ex Lr((„„-_„».»' 




Gi-—-')C^.-<"*''r:-- 


-") 


' ,., -Qi-<"-*"'-)(U'^—^'r>-~ 


— ) 


&'-—)' 




— (L')-'?^; 




&'-—)■■" 




AIbo wenn wieder in 




8i* 




X und y obig^e Grössen r und O) oinzuffihren sind: 





I (—rinm + teotiai 1 



(J^c..« -»«.-)' 



Vierter Abschnitt. 
üntenuGhung der scheinbur nnbestiiuiiiteii Foxmen. 

§■22. 



I. Gesetzt es seyen die FnoktioDen f (x), F(x) beide Kall für x = a, 
so wird derBmch;^ unter der Form -g- erscheinen, wenn man x = a setzt. 
Diese Form igt im AUgetneinen , d. li. ohne RQcksiclit auf ihren Urgprang, 
uobestimmt; weiss man aber, wober sie entstanden ist, so kann man ihren 
wahren Werth ermitteln. — Die Anfgabe n"" '*^^ ^xrorn, n«« — l n 
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anzugebetr, kommt ofFeobar anf die hioaDa , den (rränzwerth von pj v r^ 
mit unbegränzt abaehmendem h zu ermitteln. Um letztere zn erhalten, be- 
achte man, dass (§-15, I), wenn f (a), F'(a) endlich sind: 

f(»+h) = f(») + [f<.)4.a]h, F(» + h> = r(8) + |:r'(») + flh, 
wo a and ß mit h zn Null werden. Da aber f(a) = F(a) = 0, so ist 

f{» + b) = irw + «]h. r(a + h) = IF'(») + /(]h. 
also 

Lässt man hier h gegen gehen, so erhält man als Gränzgleichnng : 

f W _ f (») 

F(a) F'W 

wodnrch der gesnchte Werth gefanden ist. Um die zweite Seite zu erhalten, 

bildet man P (x), F' (x) , dividirt beide Grössen und setzt iü ihaen x = a. * 

WärAi f (a), F'(b) wiedCTl^nll, so würde die Anwendung derselben Regel anf 

f(a)^f («)^f"(*) 

F(«> r(x) F"(^ 

n. 8. w. (Öhren. — Sind ttbethaupt f (a), f (a), . . . , f^'(a) and F (a), 

F (a) , . . . , F'-' (a) silmmtlich Null , nicht aber die beiden Grössen P (a), 

F" (a), so ist 

vorausgesetzt f° (a), F° (a) seyen endlich. 

n. um Jedoch dlsien «ichtigen Satz ([endti in begrtkndeD , it, man gegen dia Ainrend- 
b&Aeit obiger Scblüaie Anstaad erbeben kSimte , wollen wii den folgenden Weg eiiiEchlageii. 

ÄOBdrcBk TOB f(a ■+-!). *Banf(a). r(a> f"-'(«) NoH dnd. 

Sey O dOT grSute, K dei kleiniCe Werth, d«nf+'(a+i) annimmt, veno t TODObish 
geht, To h klein nnd pailtlv leyn mag. *l«ilnnn üt fBi alle dieie Werthe tod > : 

f+'(« + «)-Q<0, f-+'{a + i)-K>0. 
Die EVei GtHssen 

P{» + *) — P{a) — G«, P{a + zl-t»(«) — Kl (a) 

geben aber, veiui«ie nacb i diSerenzirt werden, da f°(a). 0, K. KoDStanten sind; 
f+'(a+i) — Q, P+'(a + i) — K. 
Da nnn die erate dieier GrOuen negatir, die zweite positiT ist, go folgt nach %, 20, 1, dais 
die eilte der GrOuen (a) abnimmt mit waehiendem z, die zweite da|^en znnimmC. FOr z=0 
lind beide Graxzen aber Null ; demnadi wird die enrte GrSsge (a) fOi poiitire z nothwendig <^ 0, 
die andere ^0 seyii. Man hat also 

P(a + z)-P(a)-G»<0, P'(a + 1) -P (a) - Kb>0. (b) 

■ SltidiDf(i), F(x) gleiche Faktoren . die füix^^a zn Nnll werden, nnd rOhrt die 
Fonn — nar von ihnen her, so laut man diese Faktoren , deren Quotient nnbedingt '= 1 ist, 
weg nnd findet dann den wahren Werth, wenn man i =: a setzt. IMe Regel gibt dasselbe. 
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^ '"^2.3..n^2.S...ii+l ^^'^ii + l 

SDi di« (1) laCoit folgt, 
m. Als Beiapisle hiezu mDgen folgend« dienen: 

_nx— ', ii~^= — 1; nirx = l sind 

diese Grossen — n und — 1 , also ist -- ■ _" " flir * := 1 : ZTi ^^ "'• 

^^^ irt eben »o Niül ffirx= 1 ; ^^' ~'' - = — nx'"', ° 'g~ = — 2^ geben 

filri=I: — n, — 2, also üt fÖT i=l:-j^7^=-g-' — I^ — "' ■^fiirx=0; aber 
8(1— (k>«i) . 



= 2x sind abermals l)fiirx = 0; - 



= 2 geben 1 und 2 für x:=0, also ist ; — lttrx = gleich 



1 e' — e 



x=:0ist2i -^farx=OisH 

.•.. ■'C+^> . m 



Tflkrx=l ist li - 



l+nnSi 



I «> — e— — 2i 



ist 2 fflrx = 0; -j — -j— -— r fQr i = I ist 2; 



-WT' 



-fiirx = e.st — ; -jT^^iZTiyi^^Tl- '^ ^ = > 
ntTX=Bist s;a*. 



f (_ ap) _ 
* r(oo) • 



PsU, da V; 
IV. Für s ^ QC gelten dieselbec Regeln , doch kCnnt« msn Anstand finden, dsn Beweis 



tctort gelten in Iftusn. Setit man sbai i = ~, so vird ~^ n - nnd (Bi i = O 

Ut x=<3D. Alidaua hat mtm [da f (x) und F (x) Hall leyn «ollen fOr z = QC]: 

aber im Zkhier mid Nenner def Faktor iderulbeiei, iohUiDaD,fürE=0,d.b.i=OD; 

^iii=.!iji d h '(«»_f(CC) 
F (i^) F' Ci") ■ ' «») '■ «»> ' 

Diq.i^IsbvGoOl^lC 



Die Form ^■ 
V, Geeatzt es werden die beiden GrOasen f(x), F(x)fflr x = a unend- 
lich gross, so erscheint alsdann der Bruch ^ unter der Form ^, deren 
wahren Werth man nnn ebenfalls ermitteln soll. Unter der Voraus Betzung 
~ bleibe stetig in der Nähades Werthes x = a, d. h. dieser Bruch n&here 
sich einer beetünmten Gränze, wird man setzen 
1 
t(x)_Ffr) 
*■<■■> J_ ' 
f W 
nnd beachten, dass für x = a jetzt j-^. nnd j^ Null werden. Daraus folgt 
(Nr. I), dasB der Werth |^ gleich ist dem Werthe 

fW f<«)F(»)" 



indem g- (fn)~~ff^ '**' '^*° '**' ^'^^ 

F(»> P(»)V.r(a)J* --fWFd 
ao daas 



m 

FW 

P(a) F'(ft)' 

mithin ganz dieselbe Regel gilt, wie in Nr. I. Man wird jedoch hiebei be- 
achten, dass weil f (a), F(a) unendlich sind für x = a, auch f (a), F'(a) 
unendlich seyn werden; kann man aber den Werth von =7^ in irgend einer 
Weise ermitteln, so ist man durch diese Betrachtung dennoch zum Ziele 
gelangt * 

80 z B. wird ^^ für 3 = unter der Form | 



mittela. Nach Nr. I ist derselbe = 



die beideneitige DiTiiion mit dieierOrOue niebt iDlanilgieyiikSciit«. QuetztnimKber, eatej 



• E« iBt donkbar, da*« in f'(i),F'W dieselben Faktoten sind, die (Br i = nujeiidlich 
Verden. Dieie Faktoren kann man Tor dei Diiision jedentalli «eglaiien, denn ihr Qnotient 
iit beitimmt ^ 1 , «eon nie ancb noendlieh Verden. ^ Eben ao kann man in dem Braohe 
—^ ZlUei nnd Nenner mit deraelbenOrnsBe moltipliiiren , wenn diese auch oder CC 
fl( x= a Verden loUte, da eine loiehe Holtiflikaüon immerhin die mit 1 iat. 
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g^ Die Farmen O.QD, OC — OC. 

?-^Nq11 »0 kuin man beweiieo, d*w »neh =~ IJnU Ut, »l«o immerhin du gefandeoe 

F(») ' t»' 

BesnlUt gilt. Denn T«nn b «ine beitimmte GjBste fit, «o lat iieLer 

1^ + "- F(x) - 

^«ipimmeHUni.noaa. 

wir wiuen, dui der Werth nicht iit, kSimeD wir dia E^ uwraden, womach 

,. ^. b g,^d, ^<''>;:y^'' a.h. = ^ + b int. b««. aber felgt 

§.23. 

Die Formen . CC , OO— OD. 
I, WirdiodeinProdnktef(i).F(x)flirx = a: f(a) = 0. F(a) = co, 
so erhält man die Form . <x> . Da aber 



F{i) fW 
und diese letzten Formeo auf -=- oder ^ herauskommeD , so kann man ge- 
radezD die frllhereD Regeln vieder in Anwendung bringen. 

Äehnlich verhält es sich mit der Form oc— od, wenn t. B. in fr^^p?^ 
für x = a: f(a) = F(a) = 0, aber y (a), »^ (a) endlich nnd nicht aind. Da 

so kommt diese Formanf — zarSckoDd wird also gemäss §.22 I^r.I behandelt 
Z. B. (a— x) (pg- wird O.oC flirx = &. Aber (a—x)«^^!" ^> ■""* 

— g^ — 1' — g^ — ~~3~"' ITx' '"^*'** Grösse fUr x = a gleich — 5- ist; 

mithm ist (fi—x) tg^tOt i=a gleich — ~ ~ V ((S ~ *^ "''* 00 ~ oO ffir 

wird I für I 

+ Y"«'^ 2 für 1=1, alao '»t ^^ — ^-3: gleich ^ für x = I. «ii^i ^ wird 



Die Foimflii 0", OO", 1", 0". 



qC — aCfUrx=:0: aber cotgx 



B(zco(X — tini) 



- — — g-^ = — rinx—xeoanvird fürx = 0; — ÜT~ = x co» ^ + «'» Jt. 

8* (»Ml) 1 

— gp — =2c<wi — lÄfti wird 2 för x = 0. alao ist wtgx. g^leicbOfSrx^O. 

^*0~ i") 1 1 ■ """ 



fün^a, also istf(2— — J/^^T ffloich — fiir x^a.x°i(x) filr x^O wird 

O.aD. wenn n>Oi aber x'U»)=^^^-1-^'=~"~'""- ~dA-^-' 
= ^^^^^ wird für X = , aUo ist x" i (i) = für x = und n > 0, 

t)ie Formen 0", X.*, 1,0. 
IL Sind y, z zwei PuaktioneD von x, bo beBchaffeo, dass fQr x^^a: 
j ^ , E := , 10 «rlaugt ;' di« DubeBtiDimte Facm 0", 
y=QO, z=0, - « y' , , - oo*. 

±- 
y = l,i=r+oo,, - y" ; - »1 

y — Oz=±QD, , - y' . - „ 0~ ' 

Da aber immer l (y') = zl(y); so wird l(y') in diesen Fällen: 
0/(0)^—0.00. OI(ao)=0.ao, +aoi(l)=±<».0, ±GOi(0) = ±ao(-<x), 
so dass diese Formeo aaf das Frühere zurückkommen. Kann man nan l (y') 
ermitteln , so hat man auch y'. Was übrigens die letzte Form anbelangt, 
so bt ± OD (— qO) = + 00, also dann y' gleich e''^, d. h. gleich oder CO. 
Man habe z. B, x' für i = 8U ermitteln. Es ist l (x') = x l (x) und x l (i) 

= ~ wird ^ für x = 0; aber-H-^=-. ^ = — -i-, also hat man— r=—x 



ßlT x = zu ermitteln; die» ist aber =0, also ist i" :=e* = l iüiri=0. ( ^"""^J 
wird l" «irx = a5; aber;(l+— J = xi(l+ — ) wird QO . für x = gO und 



1 



■ ^ und dies gleich -j — ~ r- für x= 5», d. h. gleich 1, 
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^G ' Beionderei Fall. 

mithinUt MH ) =e' = efiiri = aO (§.8). (y) "»^d OD* ftr x = 0; aber 

l( — J =:ii( — )^ — j(i(x)uoddadieB = OiBtfiiri=0,«oiBlauch(— ) ^1 
fflrx = 0. 

EnnittluDg in beBondcm FUlen. 

III. Gesetzt tp (x),-y, (x), y, (x), . . . , ^ (x), t^, (x), . . . seyeh Funktio- 
neD von x, die für x ^ a Null eüid, m sey eioe positive , aber soost beliebige 
Zahl, Eo wird der Brach ^ 

AtW+B». (x)° + Ci..(i)°+ 

A'i(.(r)-+B'*,(l)-+C'V,(l>- + ' 

für X = a die Form -^ auoehraeii, wenn A, B, . . , A', B', . . beliebige KonstaD- 
ten sied. Setzt man hier x = a + h, so hat man für diesen Bruch, wenn 
man beachtet, dasa q> (a), . . . Null sind (§. 16, I): 

A[»'ta) + gl'°li- + B[y.'(a) + «.]-h--^C [y.'(») + g,l-h-+ 

Ä[v'W+fl"f + B'K'(a)-t-Aj h*+C'["P,'W + l»i]"li-+ . . . .* 
WO a, Ol, «,, . . . ß, ßi, ßf, . ■ mit h zu Null werden. Dindirt man hiei 
zuerst Zähler und Nenner mit h", and lässt dann h zu Null werden, so erhall 
man als Werth des Bruches für x^a: 

Ag'(t)" + By.'W+C»,'(.i)°+... . 
A>-(»>-+B>,'(»)" + B'.(;,'<a)=' + • 



x)- 



tp^^V. = .z, 



Hier ht tp (x) = a' — i'. ip' (a) — — 2 a; <p, (i) = (a 
t— X. V'{a) = — 1; 1'i(x) = a' — x^ V,'(i) = — 3 
— 1 , m = -g-, also ist der Werth gleich 

■ V — 2a _ V"2a 



Eben s 



— l + VTä- l-VSa' 



Aberqi(x) = i/j(x) = x— Jim, q)'(0) = )(j'(0) = 0, qi, (i) = i, .p,'(0) = 1; 
)ii, (x) = l— cMx, i^,'{0) — 0. m = — , aUo ist der Werth gleich j|^=±aO. 

IV. Führt keine dieser Methoden zum Ziele, (indem die Unbestimmtheit 
durch fortgesetzte Differenzimng etwa nicht verschwindet), so nimmt man zu 
Reihenentwicklungen seine Zuflucht, wovon wir später (§56, IV) einige 
Beispiele geben wollen. 



ov Google 



Dnenhrickelte Funktionell. 
ünbMtiiniiite Formsu bei naentwiBkalleii Fonktionen. 
r Beetimmaiig von ^ nach §. 17 kaDn diese 
wisM Werthe vod x öd«! y ebenfalls nnter der Form -^ erschemen. Das Ver- 
fahren, wie wir es angegeben, bleibt jedoch dasselbe. 

So z.B. fblgt Busy* — a'y* + 2»'x' — x' = 0, das« x = UDdy = Ozu- 
sammen gehören; femer ist 



81 2j' — a'y 

, 
und -wai -Q tax x^Q, y = Q Alsdann ist eben 

8y — 2a' + 6x* 

Für y* (a — x) = i', wo wieder x = , y = EiüammeD gehftreo , ist ^ 

Sx' + y* fr 

^ o" f j_ ' > und wird -^ wenn x^y=0. Alsdann ist 



-(H)'=»•^:=° 

A.,y+.v-6..,--.,.(2.-.)=.,o»ii= ^"-^^fy;;-;^|-;;-''- 

nnd wird -g- fQr x^y=:0. Aladano i«t 

2|I(r* + i*) + 4j(y|^ + .)-6»y-eax?^ 

8y 
weiaas, da der Nenner :^ , dar Z&hler ^ — a' ist, folgt S" = — ^■ 

Alle dieae In den beiden rorbergehenden %%. TOrgenommenen BeEtiminiiDgen lind, wie 
■Dl der D&rttellnng lofort herrorgeht, QrHiiibeitimmangeii nnd geboren also in den -in den 
H- 6—9 naher beUMhteteo Ao^ben and Sstsen. -~ So also Tkce die Aufgabe, der Weitb 

Ten — - für I =^ CC in ermitteln, dleielbe mit detjenigen, die verlangt den Orlmveith von 

fdr ein auendlich wicbaendes x EU Buden n. i. w. — Dobe mao bei derartjgen trnterenehnngeo 
die frfibei angedentaten Methoden benQtien darf, ist selbstrentSndlloh. In manehen FSUen 

fahren 'sie tiolierer lum 2iele. So vürde der Werth ton für x =^ QQ nach der Benl 

j; + eotx 

in g. 22, V nicht erhalten werden , da .— fUr x := oO geradem nnbesämmbar isL Allein 

tmi l-nnx 

— - = — wird für x=; oc Jedenfalls ta 1. da «mi, eoii immer endlich sind. 
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Theorie der grdssten und U«in>ten Werthe. 



Fünfter Abscimitt. 

Von den ^ssten und den kleinsten Werthen fttr Funktionen 

einer unabhAt^g Veränderlichen. 

§. 24. 

Theori«. 
1. Sey y = f(x) eiae beliebige FnnktioD von x, und es erlange dieselbe 
fiir X = a einen Wertb f (a) so beschaffen, dase derselbe grösser ist, als die- 
jenigen Werthe von f (x). die man erhält, wenn man x Wertbe beilegt, die 
j^. j . nur wenig grösser oder lileiner sind als a, 

so sagt man, y habe einen grössten (Maxi- 
mum-) Werth erlangt; ist dagegen f(a) 
kleiner als die nnmittelbar vorhergehenden 
und nachfolgenden Werthe von f(x), so hat 
y für X ^a einen kleinsten Werth (Minirnnm) 
* erlangt. 

' Stellen wir (Fig. 7) den Lauf von f(x) 
durch eine Kurve dar und ist K die 
Äbszissenaxe, O der Anfangspnnkt, so sind 
Aa, Co, Ee, Gg, Ji grösste Werthe der Ordinate, während Bb, Dd, Ff, 
Hh, Kk kleinste Werthe sind. Es ist ans der Figar ersichtlich, dass ganz 
wohl ein Minimum grosser seyn kann als ein Maximum ; so ist D d > A a, 
trotzdem ist erstere Grösse ein kleinster Werth, letztere ein grösster. Eben 
so ist klar, dass nicht zwei Maxima oder zwei Minima unmittelbar auf ein- 
ander folgen können, sondern dass immer Maxima und Minima abwechseln, 
wenn überhaupt eine Funktion in ihrem Verlaufe mehrerer Maxima und Mi- 
nima fähig ist. 

Man ersieht femer aus der Figur und geht auch ans unserer Erklärung 
unmittelbar hervor, dass eine Fimktion, ehe sie den Maximnmwerth erreicht 
(bei wachsendem x) wächst, dagegen abnimmt, wenn sie diesen Werth über- 
schritten hat. Und umgekehrt, wenn r(x) wächst, indem x gegen a geht, 
aber abnimmt, sobald x den Werth a überschritten hat, so erreicht sie für 
X = a ein Maximum. 

Eine Funktion wird dagegen (bei wachsendem x) abnehmen, wenn sie 
gegen den Minimumwerth geht, und zunehmen, sobald sie ihn überschritten 
hat. Und umgekehrt, wenn f(.\) abnimmt, indem x gegen a geht; dagegen 
zanilnmt, wenn x den Werth a überschritten bat, so ist f (a) ein Minimum. 
Daraus erklärt sich uaturlich von selbst, warum nicht zwei Maxima oder 
zwei Minima aufeinander folgen können. 

Bei einem Maximnmwerth ist hiernach ein Wechsel vom Zunehmen zum 
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Th«orie der grOBiteD und Ueiniteu Wenha. 89 

Abnehmen in der Fanktioo; bei eioem Hinimninwerth dagegen ein Wechsel 
vom Abnehmen zam Zonebnien. Alle diese Sätze gelten aoch umgekehrt 

Nnp haben wir in §. 20, 1 gesehen , dass wenn y vächst mit vachsen- 
dem X, Dothvendig 7-^ positiv ist; daes dagegen ^^ negativ ist, wenn y ab- 
nimmt mit wachsendem x. Daraos folgt, das« wenn y in die Nähe eines 
Haximnm-Werthes gelangt, gl vorher positiv, nachher negativ ist; daes 
dagegen, wenn y in die Nähe eines Minimum -Werthes gelangt, ^ vorher 
negativ, nachher positiv ist. Man kann also sagen, dass für y = Maximum, 
T-'- von H- za — übergeht; für y = Mioimnm, t^ dagegen von — 20+. Der 
üebergang von + zu -— , oder von — zn + geschieht nun dadurch, daas 
^ dnrc}i oder cd gebt; * so dass also für das Maximum oder Minimom ^ 
= oder <x> ist Daraus ergibt sich nun folgende Regel: 

„Cm diejenigen Werthe von z zu finden, die y zn einem grOseten oder 
kleinsten Werthe machen können, setze man ^^ = oder = sc, und be- 
stimme die hieraus folgenden Werthe von x." 

I[. Um nun zn entscheiden, ob ein so gefundener Wecth von x die Funktion 
y zu einem grOseten oder kleinsten Werthe macht, beachte man, dass das 
Erstere stattfinden wird, wenn ~ für diesen Werth von 4- zu — übergeht, 
d. b. vor diesem Werthe positiv, nach demselben negativ ist; dass dagegen 
das Letztere stattfindet, wenn ^ von — zn + übergeht. Beachten wir zu- 
nächst diejenigen Werthe nicht, die t— =^.00 geben, so wird man also über- 
sichtlich sagen : 

nihar , Max. , asobhu Toriiw , Min. , nBohhflT 



Daraus ist klar, dass^^ für ein Maximum im Abnehmen begriffen ist, 
für ein Miaimum im Zonehraen; und umgekehrt, wenn ~- im Abnehmen be- 
griffen ist, hat mau ein Maximnm. Deno dann bt, da ^ jetzt = , diese 
Grösse vorher positiv (>0), nachher negativ (<0), so dass (§. 20, 1) y vor- 
herwächst, Dud nachher abnimmt, was ein Maximum anzeigt. Eben so 
hat man nothwendig ein Minimum, wenn t- (das jetzt = ist) im Zunehmen 
begriffen ist. 

• Für ^ = a — i geht bei « = i dieifl GrtteM von + za — durch Oj farö- = —— 
dagegen von — lu + durch OD. 
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90 TfaflDTie der grOuten und kleiuiten Weithe. 

Nach §. 20, I iüt aber ^ zunehmend, wenn g-^ > ; dagegen aboeh- 
uiend, wenn t-^ < 0, so dass man sagen wird : 

„Die Werthe von x, welche g^ = machen, geben, in y gesetzt, ein 
Maximum, wenn sie ^ zugleich negativ machen j dagegea ein Minimmn, 



r«U. dt--i=:Owiri. 

III. Wird für X = a, für welchen Werth g^ = , auch ^ = 0, so kann 
die obige Entscheidung nicht eintreten. Um uns hier helfen zu können, 
wollen wir zunächst folgenden Satz erläutern : 

Ist r (x) unmittelbar vor und nach dem Werthe s = a positiv; sind 
f^'(a), r~'(a) gleich 0, so Ut r~'(x) unmittelbar vor und nach dem Werthe 
s ^ a positiv. 

Denn da f ' (s) positiv ist in der Nachbarschaft von x = a , so wächst 
also f ~' (x) in dieser Nabe immer (§, 20, I) ; also da f' (a) = 0, so ist vor 
x = a die Grösse P~'(x) negativ, nach x = a dagegen r~' (x) positiv. 
Daraus ergibt sich aber weiter, dass l*"* (x) vor x = a abnimmt, nach x :;= a 
dagegen zunimmt. Da r~*(a) = 0, so muas also f'~'(x) vor x — a positiv 
gewesen seyn, nach x = a aber (da diese Grösse zunimmt) wieder 
positiv seyn. 

Ganz eben so beweist man, dass wenn f'(x) unmittelbar vor und nach 
X = a negativ ist; femer f"' (a) = , r~'(a) = 0, auch f'~* (x) unmittel- 
bar vor und nach x = a negativ seya muss. 

rV. Seyen nun für X = a : g^, ~ ^ ^ sämmtlieh Null, nicht 

aber r— ^. Dabei mUssen wir zwei Fälle nnteracheiden : 



• Sey a so, dwi füri=;a; —^0, ^"ä'^O, (o hat man ein Uucimaia. Denn da 
^-~ im ADgeoblick negativ, so nimmt ^ ab (g. 20, 1); da abei — ■ jetzt ist, lo tu es knrz 

vorher positiv , nacbher aber negativ ; also nahm y vorher in, nachher ab , was ein Uaximum 
andeutet. 

Man Itann dabei aneh bemerken, dauwenn~<0 i»t fOr i = a, man immer Werthe 

von I, kleiner oder grflscer als a, aber so nalie an a irUhlen kann, dass -:-^ Für alle negativ 
bleibt, also ^— fiii alle (vor nnd nach a) abnimmt, woraiu mit voller Klarheit hervorgeht, dais 
— vorher positiv, nachher negaliv seyn mnss. 
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rheorie der grCESteD und Ueiiuten Wertbe. 9 1 

1) n iit eine gende Zahl. 
Setzeo wir 2 m fär n, so ist also fTlr x = a: 

^ , ~f, h^> ' ^ "''*'■ """■ 

Ist DUD g-(^ rar x^a positiv, so ist in der uomittelbarea Kähe von 
X := a diese Grösse immer noch positiv ; * also nach dem Satze io III, igt 
aoch ,^ vor ood nach x = a positiv^ eben so nun aach ,^ q. s. w,, 
endlich ^ vor nnd nach x = a pofiitiv. Demnach wächst ^ vor nnd nach ' 
x = a; da es aber für x = a Knll ist, so ist es vor x = a negativ, nach x=a 
positiv. Diess zeigt aber (nach I) in y ein Minimum an. 

Ist r-jl far X = a negativ, so hat man filr x = a ganz eben so io y ein 

Maximam. 

2) n eine nagerade Zahl. 

Setzen wir 2 m + 1 statt n, so ist also för x = a : 

5z. '^_ 'S™. !l;^*i..K,ai. 

gts+l- 

Sey nan ^ ,^^, für x = a positiv, also anch in der unmittelbaren Nähe 
von X = a positiv, so sind (nach III) nun auch ,„_, , ,„_, ,...., — 
vor nnd nach x ^= a positiv. Nach I ist dadurch angezeigt , dass weder ein 
Maximum, noch ein Minimom in y für s = a vorhanden ist. 

Dasselbe erhält man, wenn . ,^^| fiir x ^ a negativ ist. 

Darans fliesst nnn die folgende allgemeine Regel: 

„Sind von den Grossen ("(x), f"(x), f"'(x) eine Reilie von An- 
fang her flir x= a gleich nnd ist die erste, welche nicht ist, von gerader 
Ordnung [d. h. f" (x), f (x), . . .], so ist f (a) ein Maximum, wenn dieselbe 
negativ, ein Minimum, wenn sie positiv ist. Ist dagegen jene erste, die eicht 
ist, von ungerader Ordnung, so ist f (a) weder ein grösster, noch ein 
kleinster Werth." 

V. Wir haben im Vorstehenden voraasgeselzt, es sey y unmittelbar als 
Funktion von x gegeben; wäre diess nicht der Fall, sondern man hätte die 
Gleichung f(x, y)=0, so würde man ebeng^, —„ .... nach §. 19, IV 
daraus bilden und in der angegebenen Weise verfahren. 

Endlich kann es sich ereignen, dass man zum Voraus weiss, dass ein 



* WeoD lie negalir «erden sollte , so müsste sie durch (oder GC) geheo. WOre sie 
fari^a + o, Eo hliebp ueimmerhiD positiT toq a bis a + a, was, wie klein aaeb a «eyn 
mag, für niu«Te Zwecke genSgl. 
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HazimDm oder MiDimam stattfiDden werde, und totat ntir den betreffenden 
Werth sucht; alsdann genügt es, bloss ~ = (oder oc) zu setzen. 

VI. Wir haben bei den obigen Regeln bloss die Wurzeln der Gleichung r^ 
= im Auge gehabt; beachtet man die ebenfalls zulässige Gleichung ^ 
=: 90 und ist X = a eine Warzel derselben, so wird man in t- ganz nnmit- 
telbar nntersuchen, ob diese Grösse vor x = a von anderem Zeichen ist als 
nachz^a, und wenn diess der Fall ist, so wird x = a in y ein Maximnm 
geben , wenn r-^ vor x ^ a positiv, nach nach x := a negativ ist, ein MininiDia 
dagegen, wenn das Umgekehrte stattfindet, 

TU. Die Regel in IT Uwt «ich aach ans §. 22, II tiehen. Denn ist dort f (i> dar<^ 
[(i) — r(a) ersetzt, >o bleiben die DiffereDtialqaotieDten doch nur die toq f(i) und ei ist f (i) 
— r(B) 10 beichaffen, dui diese GiOsse tilbat , nebst den n — I entcn DiffereolialqaotigDten 
Nnll sind, so dus also 

f(> + h)-f(t)^P(.)^ + ^"^°"^^ . 

wenn f (»),,,., f—' (a) NdU sind, f (a) abet nicht. LSiat man hie 
b^agt das Zeichen der zweiten Seite vom eisten Qliede ab (,%. 7, T), i 
GrtiiteD 

t(a + h)-f(a)iu.dP(a)^ (a) 

gleiches Zeichen haben. 

Soll Dan t(») ein Mai im am seyn, so muss f(a + h) — f{a) fiir kleine (positi.e 
oder negatire) h negatiT seyn. Ist abo die zweite GrSase (a) immer negativ, so ist diess der 
Fall, sonst nicht. Welches Zeichen anah ^(a)habe, lo wird, «ennn nngarade ist, dieses zweite 
Qlied fdr positire and negative b TSnchiedenes Zeichen haben. Bei ungeraden n gibt 
es alle weder ein Uaiimnn, noch ein Minimum. 

Ist n gerade, so hat h' immer das positire Zeichen, die zweite GrOsse (a) ist also negatir, 
wenn f° (a) e> ist. Also iit f (a) ein Maiirnnm, wenn n gerade and f (a) 
negatiT ist 

Soll r (a) ein Minrmum leyn, so mnss f (a + h) — f (a) immer posiüv seyn. Diess ist der 
Fall, wenn n gerade und f>^a)>0 ist. Also erreicht f (a) ein Hinfmam nnr 
dann, wenn f°(a) bei geradem n positir ist. 

§. 26. 
Beispiele. , 

I, Man soll x so bestimmen, dass y ^ x" (a — x)° ein Maximum oder Minimum 
wer^e. Dabei setzen wir m und n positiv und ganz, a eben so positiv voraus. 
Hier ist 
|-^^x— i(a-,).-i[m(»_,)_„,]; ^ = i— '(a~x)-t[m<m- l) (a- i) = 
^ -2mnx(a-x) + D(n-l).'] 

Soll nun r—^^0 sevu, so ist diess möc-lioh, wenu m(a — xl — nx^O.x^ . 

Bi " = ' -' • m+n 

was auch m und n seyen; oder wenn x = für m> I, oder a = x für n>l. Für 
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x^ — ITb Bi"" (m+i>)"+"~* ' neg»tiT,.80 dass x = —v3 immer ein 

Maximum gibt. Was die anderen zwei Werthe anbelangt, so ist es bequemer -r^ 

geradeeu zu untersuchen. Sey also x = 0-f-h = h, m>l, so ist dann r- = h"-' 
(a — h)"~' [m a — (m + n) h] und da h sehr klein , a positir , so wird diese Grfisae 
immer positir eeju, was auch h ist, wenn m — I gerade, also m ungerade ; dalgegen 
wird sie positJT mit positiTcm h, negatir mit negatirem h sejn, wenn m — I unge- 
rade, also m gerade ist. Daraus folgt, daas für 1 = die Grosse z*(a — x)° ein 
Minimum ist, wenn m gerade; aber weder Minimum nooh Maximum, wenn m un- 
gerade ist. 

l8tBweiten«x=a4-h,soist g|= (a + h)""' (~h)°^' [— mh — n (s-f- h)] 

nud da bei kleinem h sjcher — mh — n(B + h) negatir, so wird ^ immer negativ 
seyn, wenn n — I gerade ; dagegen positir bei positiren h und umgekehrt , wenn 
n — I ungerade ist. Also gibt x =: a ein Minimum, wenn n gerade, und weder ■ 
Minimum nooh Maximum, wenn n ungerade ist. 

Für y = X (a — x) hat man also hlw» Maximum , wenn x = 2- a. 

Für j=x (a-=- x)' hat man Haxiraum, wenn x^-^ , Minimum, wenn x^ a. 

FflTZ = x'(a — I)» , „ „ „ X — "l". » - x = a, 

Minimum, wenn x ^ , u. s. w, ' 

Die eiste dieser Grossen entspricht der Antobe , aus. der gegebenen Summe a 
sweier an einander stossender Seiten eines Rechtecks das mögücli grSsste Bechteck 
EU bilden. Ist nämlich x die eine Seite, a — x also die andere, so ist die Fltlehe 
^ X (a — i) und wird ein Maximum, wennx:^^, wo dann auch a — x=-^, so 
dass das fragliche Beshteck ein Quadrat ist. 

Eben so findet man, dats e" +e~'+ 3 <o» x ein Maximum (Br x = (wobei 
man bis zum rierten DilTereutialquotienten gehen mnss). x* + ax + b einMinimum 
far x^ — -^ ; — einMaxiraumfilix^ei x'e~'einMaximumistfilrx^a(ft>0). 

IL Man soll die Werthe ron x bestimmen, fUr welche y ein Maximum oder 
Minimum wird, wenn immer 

,._3xy_2i + x' = 0. 

Hftn bat hieraus 

2y^ — 3y — 3i^ — 2+2i = 0. 

und da fUr das Maximum oder Minimum ä~ ^ 0, so ist also 

-3y-2 + 2i = 0, 
aas welcher Gleichung, in Verbindung mit der gegebenen, x und y bestimmt werden. 
Man hat Euerst 

y = -|-(*-^>' •■" 4<''-^>'-2'<*-*'-2' + "' = 0'» = T- oder-2. 
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und ö^ = , so i«t B~^ ~ „ _ 3^ (fOr obige Werthe Ton i aod y). 

Farx=:-^, y= — -r- ist diess^I.aUoy ein Minimum; farx^ — 2, y^ — 2: 
— I, also j ein UBiimum. 

III. Aus zwei {egebcDsn Seilen a. und b eines Dieieoks das grOsstmOgliofae 
Dreieck zu bilden. Sey x der Winkel, unt^r dem die Seiten sich schneiden, ao iat 
y:=tabnnx die Fläche des Dreiecks. Dann ist ^"^iabcOÄX, ä~i ^= — { » b 
«i»x, also damit -^ = sey, mussx = 90°, d.h. dos Dreieck em rechtwinkliges 

mit den Katheten a und b seyn. Für x = 90" ist gp = — 1 a b , also negativ, 
mithin das Dreirck ein grOsstes. 

IT. Unter allen Rechtecken Ton gegebenem Inhalte a das zu suchen , das den 
kleinsten Umfang hat. 

Seyen x und z zwei aneinander stossende Seiten, so ist zunächst x E = a, also 
z=i — ; ferner ist der Uinfiing^2x + 2z^2n =:yundniithing-=2 j. 

ö~; = ~T . Da g— , sonach immer positiv , so ist der Umfang virklich ein kleinster. 

Gy 2a b 

Ferner ist g—^O, wenn 2:= -r, X ^Va, woraus auch z^ — =Va, sodassdas 

gesuchte Rechteck ein Quadrat ist. 

Flg. 8. V, AE (Fig. 8) stehe senkrecht auf ACj BC=:a sey 

gegeben, eben so AB := b ; man soll den Punkt D finden, in 

welchem die Linien BD und CD mit einander den grOssten 

Winkel machen, 

'^X, . Dasa hier nur von einem Maximum die Rede seyn kann, 

\, Jxj ist klar; ein Minimum fände sich, wenn D in A wäre, da 

■* « r liann CDB = geworden. Wir brauchen also bloss den 

eigentlichen Werth.des Maximums aufzusuchen. Sey nun AD=:x, äo iat 

a + b b 

(?CDA = — !— , (?BDA = — , . 



tgCDB= b(» + b) ' indem CDB = CDA— BDA. 

Da sicher CDB ein spitzer Winkel , so ist Seine Tangeute auch ein Maximum, 

» + b b 

wenn der Winkel ein Maximum ist, so dass y = -■-■ - = — — — — - — rr ein 

1 -f, ^ ^* "*" ^^ x' + b (» + b) 

Haximnm werden muss Daraus 

fiy a,rx' + b(a + b)] — 2ai' , 

n= ' [.■ + b(.+b)]- =0, ••+b(.+b)-2.—o. x-VbiTS). 
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tp CDB !^ 



2b(« + b)" 



Was die beiden Winkel bei B und C anbelangt (in dem Dreiecke CDB), so i 
,,(.80.-6, = -=^=-/^, ..C = ji,=/ji^, 0,.= -f), 



(y {B - C) = 



-. / a + b -./" b 

V b ' V s+b 

D „Handbuch der ebenen und spbäri»ehen TrigoDometTit 



I sich die Aufgabe atellf, den Punkt D 
welohem BC unter dem grOssten Qe- 



(Man Tergl. damit 
g.35. Nr. 10). 

Han erhält dieselbe Auf lOauug, wenn 
au dem seokrechten Thurme AE zu finden , 
sichta winket erscheint. 

VI. Die Punkte A und B (Fig. 9), so wie die Gerade MN lind gelben ; man 
■oll in letzterer C so bestimnien, dnss die Suouue der Geraden AC ■+■ BC die kleinit- 
mflglicha Bej. — Dass es sich hier nur um ein Hinimum 
handeln kann, ist aus geometrischen Gründen klar, eben 
so, dass der Punkt C 'zwischen D und E, die Fnsspunkte 
der Ton A und B auf HN gezogenen Senkrechten , fUlen 
muss. &ey also AD = a, 6E = b, DE=:c, DC = z, also 
CE^e — X, so ist 

AC=!V^M=T. BC=V(c--i)' + b*, 1 = ^^+^ 



^W- 



I)' + b'. 



und venn man quadrirt: 



»(o- 



x), 



(Handarfhier nichtbx^ — a(c — x) setzen, da b, x, a, c — z sammtlich 
positiv sind.) Daraus c — x = . , d. h. 

x:c — i = a:b. DC!CE = AD:BE. 
so das« die Dreiecke ADC und BEC ähnlich, also die Winkel ACD und BCE gleich 
sind. (Ein Ton A ausgebender, an MN zurückgeworfener und nach B gelangender 
Lichtstrahl legt also den möglich kleinsten Weg zurück.) 

VII. An einem Hebel (Pig. 10), dessen Stützpunkt in A Fig- tO. 

ist, wirkt in B die bekannte Kraft P, wobei AB^a; das 
Gewicht der gleich dicken Bebelstange ist ^ b ftti die Ein- 
heit der Länge. Wie lang muss der Hebel sejn, damit an 
■einem Ende die möglich kleinste KraA y der F das Gleich- 
gewicht halte ? 
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7— V'IT 1 1 ^7—1^17^* 

= Tg — r. Also ist der Halbmesier des KegeU = V V — 16 — J 



16 



V190+14V17. die Höhe = 



Fig.n. 



IX. Stellen AG, BF (Fig. 11) zwei paraUele Wände vor, 
dereD Entfernung AB ^a ist, und in deren einer sich eine 
Oeffiiung BC von der Höhe h befindet, so soll man entschei- 
den, ob ein Balken DE , dessen Länge := \, zu der Oeffbung-" v 
BC hineingebracht werden kOnne (wenn X ^ a). 

Man 'Wird natürlich den Balken zuerst an der Wand AG 
aub^chten, ihn also die Lage DE annehmen lassen; wird nun, -^ 
indem E Torwarts, D abwärts gleitet, die Erhöhung BR des Balkens unter der Oeff- 
nung nie h übersteigen, so kann man ihn zur Thüre hineinbringen , so dass also der 
grdsste Wertb dieser Erhöhung (BB^^y) kleiner als h, oder höchstens ^ h seju 

=Ver^^^" 



. Seynu. 



-xj 80 Ut EE;ED = x:B-M, d.h. ER=— 



- (a + x)*, also 
dioas ;= zu Hetzen ist, so hat 



•r_ 



V>T=(^ 



-y-y 



.)• V'i^.^ 






> + i)1 = z(a + .)', .»' = (• + !)■. i=-a + V,i' 



so dass immer 

sejn muss. 

X. Han «oll ein offenes zylindrisches GefSss von bekanntem Inhalte a koostrui- 
ren , so dass der Boden und die Wände die Dicke b haben , dabei aber möglichst 
wenig Material zur Konstruktion verwendet wird. 

Se; X der innere Halbmesser des Bodens, t die innere Hohe, so ist de» Inhalt 
= x^nz und da derselbe ^asejn soll, so ist z^-— }. Ferner ist der körperliche 
bihalt des Bodens = (x4-b)*)Tb, der Wände = [(i + b)'n — x*]t]z, also der ganze 
körperliche Inhalt des Geßssmaterials :=i 

b«(b-M)' + « 



i[2bn-b'] = 
idn> || = 2b«(b + i) — ^{2bi-t-b")-f 

b'K + bKI— ^— — ,-=0, «(b+l) — 

und da nicht b-Hx = 0, soistB=: — , s=:T/- 



.)' + -^(2bi + b') = y. 



-^(b-H)=0. 
dannz = -^V^^=\/'^, 



ig[>r. Dmmtfd. ■ 



ila(nl-KMbni|. I 



,glc 



d. h. es ist der innere HalbmeMer g'leich der Hübe zu machen. (Die Wnnddieke ist 

somit ganz f^eichgütJg.) Hier ist r— j = 2 b w -) p -t j- , also > 0, and man 

hat somit ein Uiuimum. 

XI. Man soll eioen Zylinder vom Inhalte akonstruinn, m daas «eine OberflSche 
die möglich kleinste aej, 

Sey wieder i der QalbmeMer, z die Hohe, «o iatx'fl'z = a, z = — ;, Di« 
Oberfläche ist = 2 x'ff + 2ffxz = 2 wi'-H—=y, alio muis r^ = 0, d. h. . 
4,,_?| = o. 2«x'^a. x=V^^ 

aeyn; dann izt « = "l" V "i^ ~ V 1^" V 2«~^ V ^~^^ " daas die Hohe 
dem Durchmesser gleich aeyn muss. (Anwendnng bei Hünzen, deren Oberflfiche 
wegen der Abnützung mOgliolut klein aeyn mnss.) 

XU. Es ist ein FlQasigkeitsmaass Ton der Form einea abgekürzten Kegels zu 
TerfeTtigen, das bei gegebener Neigung R der Seiten gegen die GrundflSche nod dem 
Inhalte a die möglichst kleine Fläche habe. 

Sey X der Halbmeaaer der Grundfläche, b die Hohe des Kegels, so ist die 
(schiefe) Seite := — — , und der Halbmesaer der obem (kleinem) Grundfläche 
=: X — h cotg a. Demnach iat der Kubikinhalt a = 1 n h [x^ + x (x — h eotg a) 



Die Oberfläche besteht aus der Grundfläche und dem Hantel des Kegela, ao 
daas, wenn dieselbe y ist, man hat 

= «ri' + -i-+(2i — h<ö^a)-^ —1 

L «OS« ' $tna. «oiaj 

= [i* (1 + «w o) + (Ä I — h eotff a) h eotff o — x*] 

= -^[2t*«o*'i«-(i-hM(y<.)'] = -^[2x'«w'la-(i'— — ao^a)*]. 

Daraus folgt 

rx=J^f*"^''"-2(x>-^%.^„)-*x.], 

By 
Setzt man ö~ ^ , so ergibt' sieb, daxnicht = 0: 

yiz>——«otffii) 
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Hinimum hat. 

Xlll. Für einen Ort der Erde", desseo geographische Breite = q!i iwt, soll man 
denjeliigeD Stern (von der DeMinailon x) angeben, der in der kürsesten Zeit Ton 
einem gegebenen , mit dem Horizonte parallelen Kreise zu einem andern eben&lls 
gegebenen solchen Kreise gelangt. 

Sej (Fig. 12) Z das 2enith des Ortes, P der Pol, AB and CD die zwei mit dem 
BoHzontale parallelen Kreise, deren Zenithdistanzen^aundtt' ^^ ,« 

Mjen; endlich 8 und S' die Lagen des fraglichen Sternes, wenn 
er dnreh die bfeiden Kreise geht, so dass PS = PS' = x. Der 
Winkel SPS' miast die Zeit und es soll derselbe alau ein Mini- 
mum sejn. , Ferner ist PZ ^^ 90" ~ (ji , ZS' = a\ ZS = «. also 
in den sphärischen Dreiecken ZSP, ZS'P : 

£01 o = «in f> cai I + CO« 9 m z co* ZPS , 
cot a' = tin f> eot i + toi ip rin i tot ZPS', 
woraus, wenn man nacli x difl^renzirt und beachtet, daas 
ZPS, ZPS' veränderlich sind, folgt: 



Femer ist SPS' = ZPS — ZPS' und da, indem SPS' = Hinimum seyn soll 

e(8FS') , ^ . ^ B (ZPS) _ e(zps') „ . . . 

— T 2:^0, SO ist — g- — = "" ai" • Beachtet man diess, so wie dass nach obigen 

Formeln ; 

'ZPS, -^^Y~ = ^ ;^2PS' "^ "'*' * "^ ^''*''' 
so bat man zur Bestimmung von x, ZPS, ZPS' die Gleichungen: 

^^ + totg z. totg ZPS = - ^ - ~ . + e»W i wfj-ZPS', 
co«a = im9>CD(x + e0«4>n»iec»ZPS. tota' ^eiKpeatT + tat^tinieotZTS'. 
Nun ist auch (vergt. mein „Handbncb der Trigonometrie" S. 225), wenn S, S' 
die Winkel im S und S': 

eben so ^^| - + eotg i totgZ^S' = — ^^|-' , also 
tolg 8 = totg S', S =^ S'. 
Benutzt man, was bequemer ist, diese Gleichung, so ist auch «mS^mmS', d. h. 
- — ~. ; = ; — ;— ; — ' — , «»»(«na' — tma) = (eotatina'—eota'iina)eMX, 

; , __ :.7«i.,'^nl.K)'^lc 



ii«fi(ma' — tina) ^2(i'H».«i)«j(o' + a)«iiJ(o'— o) . eof{(tt+a') 

eotaiina' — eois'Ittia »t»(a' — b) «o»J(o — «') ' 

woraus X bestimmt ist. Will man Zr$ DndZFS' haben, so ergeben sie gich aus den 
betreffenden sphärischen Dreiecken. 

XIV. Man seil eine Z&hl a io n Theile theileti, so dass das Prodakt der Tfaeil« 
da« möglich grSsste aey. 

Sind i( , I, , . . , , x. die emzelnen Thetle, to mos X( ^ X) ^ . . . ^ x„ = — sey n. 
Denn gesetzt es sejeo x, und x, ungleich, und es se; das Produkt X( . . . i, . ■ . x, . . . 
Xk ein Mazimuin, wobei x, + . . . + x^ =^ a , so würde, wenn x', = x', := i (x, + x, ) 
das Produkt x', x'. > x, x. (Nr. X), indem das Produkt sweier Faktoren tod konstao- 
ter Summe dann am grOssteti ist, wenn sie einander gteioli sind; also wäre 

und auch x^ +..x', + . . x', + . . . -4- Xa^a, so dass nicht x, x. die Faktoren 

wären, die das Maximum geben kf nnen. Was tod x, , x, gilt, lässt sich tod allen 
eiDieliien Faktoren sagen, so dass sie also alle einander gleich sejD müsseo. 

be y eine stetige Funktion tou i, so «ird ^e sieb bei kleinen Aeoderungen diewr letateren 
Oraise am so bedeutender Bndent, Je grflssei' ^ fQr den betreffenden Wertfa tan i ist (%. 20, 1). 
Da nun, wenn 7 flkr i ^= a einen Maiimuio- oder Mlnimnm-Wgrlli erlangt, ^ Null ist, so 
wird in der N&he dieses Weithea y sich sehr langsam ändern. Diese eigenthümlidie Er- 
scheinung in dem Gange stetiger Funktionen leigt sich den Sinnen In dem horizontalen Ter- 
lanf der Korren in der NAhe des Maiimoms oder MiDimams der Ordinaten; ferner erklären 
sich dadurch eine Menge Erscheinungen. So ändert sieh bekanntlieh die Deklination der 
Sonne (and daoilt auch die Tageslänge) sehr langsam in der Nähe der Solstitialponkta, 
d. h. wenn die Sonne ihre grOsste Entfernung Tom Aequator erreicht; inr Mittagszeit niheit 
sich die Sonne nnr langsam dem Horifonte u. s. w. Derselbe 6mndtati wird angewandt 
wenn man den Begenbogen aus den Gesebien der Befloiion nnd Refraktion des Lichtes er- 
klären will, indem die parallet in den Begenttopfen eintretenden farbigen Strahlen nor dann 
(nahezu) parallel wieder aac treten, wenn fQr eine Aenderang des Einfallswinkels die Aenderung 
der Ricbtong der austretenden Strahlen sehr langsam geschieht. Man bestimmt dessbalb fOr 
einen Einfallswinkel i den Winkel y< den der aaeh ein- oder zwei- oder dreimaliger n. s. w. 
Innerer Befleiion nnd dreimaliger Refraktion austretende Strahl mit dem eintretenden macht, 
und «nebt sodann denjenigen Wertb lon'i, für den ^=^0 ist; n. s. w. 



Secbsler Äbscbnitt. 
Das nnbestinunte Integral. 

§.26. 
Erste Erklärungen. 
I. Seither setzten wir voraus, es eey eine Funktion f (x) gegeben ond 
man solle deren DifFerentialquotienten ermitteln, den wir dann durch 



erattd-Erklftrungen. 101 

-g— I -j^, P (x) bezeichneten. Es kann Dun aber der Fall eiDtreten, dass 
man diesen Differentialqaotienten kennt, nnd zu wissen verlangt, ans welcher 
Funktion er dnrch Differenzirung entstanden ist. 

Wir können die jetzt gesteiite Aafgabe in folgender Form aasspi-echen : 
Es ist eine Funktion y von x zq suchen, so dass jp = f (^), wo f (x) eine 
bekannte Funktion ist. 

Die gegncbte Funktion y bezeichnen wir nun durch das Zeichen 



/'<' 



/ 



f«Bx. 0) 

das wir lesen: „Integral von f (s) nach x", und sagen also, es sey 
f(x)9x eine Funktion (vonx), deren Differential qnotient (nachx) 
gleich f(x) ist. Darans ergibt sich, daas die Gleichungen 

«I = f(x). y=/fWBxi 

oder 11 = .. y=ßbx \ 

gleichwerthig sind, d, h. eine aus der andern folgt. 

Die Methoden, nach denen man im Stande ist, die Funktion / f(x)dx 
zu ermitteln, bilden nun den Gegenstand der Integralrechnung fUr Funk- 
tionen einer unabhängig Veränderlichen. 

Das angehängte 3x ist aberrnals ein blosses Zeichen (§. II), das an- 
zeigt, es sey X die nnabhilngig Ver&nderliche , nach der integrirt wird. 

f(a)3u das Integral von f (u) nach u, so dass v ■ — 
.= f(n) n. s. w. 

Ans diesen Erklärungen folgt ganz unmittelbar, dass 

^/twB*=fw,y^8z=f«. yf'(i)8i=f(i). <s) ■ 

Denn /f (s) 9j ist diejenige Grösse, deren Differentialqnotient 
f (x) ist, so dass also die erste Gleichiyig nichts Anderes ist, als der Aus- 
druck dieser Erklärung; /-g^Bxoder /l'(x)9x sagt, man solle die- 
jenige Grösse suchen, deren Differentialquotieut f (x) sey; diese ist aber 
gewiss f (x), so dass die zweite (oder dritte) Gleichung eben so richtig ist. 

Di« willkQillche EoDEtante. 
II. Ehe wir nun \«piter gehen, haben wir uns die Frage zu stellen, ob 
das Zeiohen /f(x)dx eio- oder vieldeutig sey, d. h. ob es unr eine einzige 
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Fonktion von x gebe, dereii UifferentUlqnotient gleich f(x) ist, oder mehrere. 

Gesetzt es sey F'(x) = f(xj, so ist sicher /f(x)9x = F(x), uud wenn es 

noch eine andere Funktion von x geben würde, die ebenfalls /r(x)3xwäre, 

so könnte man sie geffiss durch F (.\) + y(x) vorstellen, wo y (x) der 
Unterschied von F(s) nnd jener andern Funktion wäre, Ist nun 



/' 



(i)Bi = F(i) + y(i), 



/'< 



so moss also, nach obigen Erklärungen, der Differentialqiiotient der zweiten 
Seite gleich f(x) seyn, d. h. man mnss haben (§. 12, IV): 

'-fr + Tr="-'' "■«+'■'■>=""• 

oder da schon F' (x) = t (x) : 

Demnach ist <p (x) unabhängig von x, d. fa. eine (freilich ganz) willkür- 
liche Konstante (§- 12, I). Daraus nun folgt, dass wenn man eineFnnktion 
von x: F (x) kennt, für welche —~ — f(x), man allgemein haben wird: 

fHi)Si = F(x) + C. (4) 

wo C eine willkiirliehe Konstante bedeutet. 

Wm Don dieie GrOue anbelaiigt, eo wird sie , eben vei\ si« tod x nicht abhlogt, auch 

DJcbt mit I sich Sadero, nnd wenn sie ja sich andern sollte, bo kann dleai nur dadurch ge- 
schahen, dass sie plötzlich einen andecD bestimmten Werth annimmt, den sie dann wieder 
DnTerXndert beibebvlt. (Eine stelige Äenderbng von C mit i, d. h. eine Aendemog um nn- 
endlich kleine GtCiBien viderstreitet ja eben der Annahme, dass C uuabbOngig ist von i.) Da 
die Rechnung es vorzugsweise nnr mit stetigen t'iiaktionen zu tbao hat, (0 «erden wir 

/ f (i) 8i SD lange als stetig ansehen müssen, so lange f (i) endlich bleiht, vu rieh ancb nach 

9. 10 von selbit versteht, da ja dann der Differeniialqnotient von /t(i)Si d.h. f(i) endlich 

ist. Salimge also f(i) endlich ist, wird /f<i) bx, i. h, F (i) + C sieh nur nm nnendlieb 

wenig ODdem, wenn 1 sich um nnendlieb wenig lindert, nnd dadiess bei F (i), als einer stetigen 
Funktiun , der Fall seyn wird , so folgt daraus , dass auch eben so lange C denselben noTer- 
Onderten Werth beibehält, da diese GrBsse sieb plStiUcb um eine bestimmte endliche GrNsie 
Indem wSrde , so dass F (i) + C sieb alsdann nicht um anendlieh wenig mit i Inderte. Hat 

man X. B. dis Integral /117 iBi. so ist dasselbe zunSchst = — 2 (eoi i), da — ^ — ~=—tgi 

(3. 13), also allgemi 

Was nan hier C anbelangt, so wird diese GrSsse immer desselben Weith haben, we 
zwischen den GrSDien — — und + -5- liegt; ittaberi>— ao kann gan» wohl C f 
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ttndeni Wcith haben, all «enn i<|---. dafür x^ —jk ^z DDendlich. «Ieo anitetig wird : 
iviiehen -^ and -^ wird b«i]ieh vi*der immer C deuselbBn Werth habm n. h. «. ' 

inst in Schwierigkeiten tervickelt, die ei 
nndEktien ToUkommeD klar geworden iit. 
Was die Bestimmung der willkQrlicben Konatanten io beBtimmteD Fällen 
betrifft, Bo ist sie immer sehr einfach. WeisB man nämlich, dass 

* Es kommt die» duaof binaiu, daii man tod C nur aiuHgea ktDiie, es blaibe disBe 

Grtisia DiiTer&adert, so lange f(i) endlicb, alio 7f{i)Bi itetig lEt. Verliert /f(i}8idie 

Steti^elt, Tird also [(i) nicht mehr endliche Wertbe haben, lo kann man tod C weiter 
Nichte mebr bebanpten, da alidann gani vohl diese QrOue springen, d. h. plötzlich einen an- 

Ba>(i) 
dem Weidi annehmen kann. — Dbib aber, wenn ■ - = , nothwendig «> (i) eine KonMante 

itt, UtM doh in folgender Art erweisen. 

S«r aluTDiix = abiii = b(b>a) immer ^^^ = 0, so folgt ana §. 16, I, dau 
inneriialb dioMt Oilnzea: 

■ J!»«d.h.,{x + Jl)-»W = «^I. 
wo omit Ji CD Null wird. Se; nun i^ ein Wertli von i iwlichen a 
Werth iie QrOise Ji Tiele Mala nach einaudei kq, bi> man in dem 
gelangt, 10 hat man nach einander [i, zwiichen a and b) : 

r (i, + ^J l) — *> (it) = a, J I , 

» (I, + 2 J») — »1 (i, + J ») = n, J 1 . 

,.(i,H-3Ji)-v(j, +2Ji) = o.Jj, 

»i(l, +p Ji) — (Ii(i, +n — 1 Ji) = ii„Js. 
wo o, ttn mit Ji gegen Nnl) gehen. Die Addition aller dieser Oleichongen gibt wegen 

y(0-y(-.) = (". +«, + ■■■ + a.>Ji = °'"^'^-"^°° i.A= °''^-^-^"° (i.-i.), 

Da alle a mit Ji gegen Null geben, so kann man Jx immer klein genng (also n gnwa 
genug) nehmen, so dass kein a seinem Wardie nach die Zabl k, die beliebig klein seyn kann, 
flbersteigt. Daraus ergibt lieh dann sofort, dass a^ + ... + «s die Zahl nk, d. h. 
^1-^^^^^-^-i^ die Zdil k nicht ttberwelgen wird. — Da aber Ji gani beliebig ist, ao kann 
man also immer setzen (der Werth «on) 

■ wo k beliebig klein. Aus dieser Clleiehnng mues »ber nothnendig t> (»,) — «>(i,):^0 ge- 
schlossen werden. Wäre nAmliob «f (ij) ~ p(s,) = y, wo y beliebig klein, so kann man k 
immer so vShlen, dasa k (ij — ii)^7< "odurch die Oleichnagen 

,(i,) — »K) = r. <»(»,)-v(i,)<t(z, -z.) 
mit einander in Widenpmoh ktmen. 

Anae>(z,) — (p(z,) = Ofolgt».(»j) — y(z,), so dass also »(z.) denselben Werth 
[ zwischen a und b gilt, lo ist unser Satz 
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Hieb« haben wir aUgemeln in bemeAan, d&u etwa /i'S 

r !«+! 

/i"8x=^— — r + a+C. wo a eine beatimmte Konttonte, all gleich bedentend aDnuehen 

■ind, da a + C eben eine «ülkflriiche konstante OrOKe ]m, die konweg; mit C beieicfanet 
weKleii kann. — Findet man alio /»miBil^ — eoii + C und /«ini8x= — oo*i + 1 
+ G', 10 liiid beide Beaoltate alt gleichwerthig anzaiehen. 

VI. Die Aufgabe, die uns dqd zDDSchst vorliegt, besteht darin, j«deq 
vorgelegte lotegral if(x)'dx entweder anf ein einfaches in (6), oder doch 
aaf ein schon bekanntes zarückt^hien. Wie bei allen umgekehrten Hech- 
nangsarten wird diese Aufgabe nicht in allen Fällen gelOst werden können, 
BO dass man die-haaptsächlichBten Methoden angeben mnss, nach denen man 
in einzelnen Fällen za verfahren bat. Als fundamentale Hilfsmittel haben 
wir nun zunächst zwei Sätze anzogeben, die wir fortwährend anwenden 
werden , und ausser denen nnr wenige solcher Hilfsmittel zum Ziele fiihren 
werden. • 

§. a. 

Tbellweite iDtegration. 
Der erste dieser beiden Sätze ist in der Gleichung 

iiuggesprochen nnd hetsst der Satz der theilweisen Integration. Der 
Beweis desselben wird nach §. 26, IH geführt seju, wenn man zeigt, dass der 
Differentialqootient der zweiton Seite gleich y p ist. Dieser Differeatial- 
qaotient ist aber (§. 12, IV, V, §. 26, 1): 

8i 8y_ By_ 8« 

womit der Beweis der Bichtigkeit geführt ist. Man sieht, dass (7) der 
Formel in §. 12, V entspricht, aus der der Satz auch sofort gezogen werden 
kann, da ans 

folgt (§. 26, 11!) 

' h (jOOglC 
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108 Beispiele. 

FürD=l ist diese Formel nicht anwendbar, da Hoast u — 1^0 wäre, und 
auch nicht / 1"° 6 X ^ — . __.., ^_, , sondern = { (i) gesetzt werden niüisfe. Für 
/ 8x wird man also im Augeoblick den Werth nicht angeben können (rgl. 

§. 28, n). 

ff 8»! icoti 

V. Seyen /i" eoax8x, /x*#tnxdx zu bestimmen. Man setze y^i", öT'^j^i' 

also g— ^Dx , z^) toti' "" 

Daran» folgt, iodem man n — I für n setzt: 
-(n-o/'i'-'smxei, aUo 

so dasB allgemein /x*<w«z8x und /x*«mxex bestimmt werden können in der- 
selben Weise, wie oben in äfanliohen Fällen. Han bat etwa ' 

/i'MniBi = — i'<i(i»H-2nw»» — 2 /«ni8i, " • 

■^I- ^"^ JjiT^^ ^" bestimmen, sey y = e' x, ^=(iq:^. also g^ 

=.....-=..a..,,.=/5i,=-^.[..±(j±,)=-,^], 

uud mithin 

•■('-ii;)+"=iTi+"- 

D,„„osbv Google 
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§.28. 
iQtegiatiOD doreh Umfonaiug. 
Der zweite Satz (§. 26, VI) ist der der iDtegration durch Um- 
iTormuug. Hat man nämlich das Integral /f(x) 3x zur Bestimmntig vorge- 
legt erhalten, mid man vermuthet, dase darch EinEÜhnuig einer neuen Ver- 
ftndsrlichen z fflr x man seinen Zweck leichter erreichen kODoe, so wird man 
statt des Integrals nach x eines nach z zu bilden haben. Soll diees möglich 
eeyn, so mnss zwischen x und z eine Beziehang (Gleichung) gegeben seyn, 
die uns in Stand setzt, x durch z and z durch x auszudrücken. Ürfickt man 
nnn x durch z aus, sieht also x als FunktioD von z an, so ist die Grösse 
f(x)dx, die wir durch IT bezeichnen vollen, zunächst eine Funktion von x, 
also dann auch Funktion von z. Demnach (§. 13): 

sodass ll = '*"*^' ^=y*Wn^*' <8-26. 1") 

uudaUo ' /r(i)8i= /f(i)^ei, (8) 

wo in f (x) T- die Grösse x durch 2 zu ersetzen ist. Kann man /f(x)^3z 

(nach z) integriren, and ersetzt dann z wieder durch x, so hat man auch 

f(x)dx. Die etwa beizugebende Eonstante lässt sich am Scblnsse der 



/' 



/' 



Rechnung immer zusetzen. Man sieht, dass (8) dem Satze (5) in §. 13 nn- 
mittelbar entspricht, wie denn auch die Richtigkeit von (8) geradezu mittelst 
jenes Satzes bewiesen wnrde. 

Beispiele mögen den Gebrauch des Satzes erläutern. 



../^ 



bestimmen. ~ Han setze , gemäss (8) , 



' Bi b ' a' + b'i' b^ a' + a'i' »by l + i* ab 

'■'((? = —■). so iJaas 

man sich darch unmittelbare Differenzirung sehr leicht -Qberzeugen kann, 
ttzt man in /^Mai6x:a3[ = s, ag-^l,g— = — , so ist eo« a x g-=: 



110 

Eben bo 

II, [Im /x*^' «iH (ft + b z") 8x zu bettimmen , setse man a + bx" -=: e, 

8x I 8i 1 _. Bi l 

mbx"~'^=l, x"~' r- = — -T- , x~~'«m(a + bx'')s- = ~T»wz, also (8) 

y mby mb mb 

/, ix , fix 

rin zeo5x8x setze man «i'nx^z, also eoax^— = I nDd »in xeosi-r— 

'=:z\ mitbin 

Diese GattoDg von Integralen tässt sich allgemein darstellen. Ist näm- 
lich y eine Funktion von x, so heissen sie 

und wenn man die TJmrormnngsformel (8) beachtet, Bo iat 

So wäre /^ei =-li(i)' + C. [y=IW, Tersl. g. 27, Nr. IVj . 

III. Um / , , zu bestimmen, sey a' + x*=:B, 2Xg^= I, Xg- = Y, 

I ai 1 I 



;8e Integrale lassen sich allgemeiner darstellen 
in von s, so sind sie 

in / t(i)8i, so ergibt Bith /f(y)6y, venu man i mit f veituuebt. 



Anch diese Integrale lassen sich allgemeiner darstellen. Ist nämlich 
ne Punktion von s, so sind sie 



_5lc 



»Google 



»Google 



ZernilDDg io PartislbtUobe. 113 

kana; mithin das geaacbte Integi^al auf eio anderes znrtLckgeflihrt ist, in 
welchem der Zähler von niedererem Grade ist als der Nenner. Können wir 
solche Integrale bestimmen , so. können wir überhaupt alle Integrale dieser 
Gattung bestimmen. 

NoD weiss man ans der Änalysis („Grundziige" S. 138), dass F(x) 
immer in ein Produkt von reellen Faktoren zerfällt werden kann , die vom 
ersten oder zweiten Grade sind. Die Faktoren des ersten Grades haben die 
Form X — a, oder (x — a)" nnd entsprechen: die erste der reellen Wnrzel 
a der Gleichting F(x) =: 0, wenn diese nur einmal vorhanden ist, die zweite 
derselben reellen Wurzel a, wenn sie m mal vorkömmt. Die Faktoren 
zweiten Grades haben die Form [(x — «)* + /S'] oder [(x — a)* + ^'J°' und 
entsprechen: die erste den beiden imaginären Wurzeln a + ß'i, wenn sie 
nur einfach vorkommen, die zweite denselben imaginären Wurzeln, die je- 
doch m mal vorkommen. * 

Daraus Folgt, dass man setzen könne: 

F{.) = c(i-«)...(i-b)'»...[{x-«)' + (»=]...[(i-r)' + B'J".... 
wo ganz wohl nnr Faktoren der einen oder anderen Art vorkommen können; 
ausser diesen vier Arten aber keine anderen vorkommen , und die Grösse c 
der Koeffizient der höchsten Potenz von x in F (x) ist. Diess vorausgesetzt, 
geben wir nun die nachstehende Vorschrift: 

„Man setze i^rj-i^ gleich einer Summe von Brüchen, die nach folgender 
Weise gebildet werden ; 

1) für jeden reellen Faktor des ersten Grades in F(x), wie x— a, der 
BOT einmal vorkommt, setze man einen Bruch — — , wo A eine noch zu be- 
stimmende Konstante; 

2) far jeden reellen Faktor x—b, der aber mmal vorkommt, setze man 
eine Summe von m Brachen 

x-b^(x-b)'^ ^(j-b)»' 
WO Bt , Bj , . . . , B„ noch zu bestimmende (m) Konstanten sind; 



* Uao katm io VenDcbiuig kommen , die Form a + bi + oj*aU al1geme>Q für die F»k- 
toTBD dei iwaiten GradsK 2ti erUAreii. Allein «k i« a + bi + ci' = c|i'H x-\ 1 = 

•[(-Ä)"-Ä-T]='[(-a"-^-]- ^.»-■-.■>o. » 

kann iman diese Orflsse in ivei Taelle Faktaren dei w«ten Grades KerfhUen, d> sie dann ist; 

■t + r; + '''-T?^]['+Ä-»''^r-]- i« d.ir.g..b--4..<o, » 

hat obige GtBssedlePDrm (i — n)' + ^,woB = — — , |S' = — 7-; — . Nor also wenn 
b'~4ac-C0, gebort die Poim a + b x + e 1* in den wirklich qnadtatiscben. FUi 
b* — 4 a e =^ iit aie übrigens sin Toilkommenes Quadrat. 

Dl..,.,, o«....,ui..,i.»^i-n»h...,. li... '1 GoOqIc 
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3) ftir jeden Faktor des zweiten Grades (i — ay-i-ß\ der nur einmal 
vorkommt, setze man einen Bruch -;- — ■ ■ -. ■- „. , wo M and N noch zu be- 

{l — a)+ß 

stimmende Konstanten sind; 

4) ffir jeden Faktor des zweiten Grades, (x — y)'-KJ*, der nmal vor- 
kommt, setze man n Brüche 

noP, , Qt. P}> Qii ■•-•. P» Q.. noch zu bestimmende Eonstanten sind. 
So ist also 

f(x)_ A 

Fd) 1-8 "^ " 

+ >0>) 

. P.x + Q. , P,I + Q. . , P-X + Qn 

+ (j _ y). + j. + [(i_y). + j.]. -^ ■+■ [(x_,).+a-]. , 

wo jedem Faktor der Form z — a ein ähnliches Glied wie —^^ , jedem Faktor 
(z — b)" eine ähnliehe Summe von m Gliedern n. s. w. zageh9rt. Die 

Grössen A,...; B, , B,,..., B.,...; M, N,...; P, , Q, P„ Q..... 

sind noch zu bestimmende Konstanten. Man wird sich leicht Dher- 
zengen, dass dieselben der Anzahl nach genau eben so viele sind» 
als der Grad von F(z) ist. Ist man nnn im Stande, diese Eonstanten 
so zu bestimmen, dass die Gleichung (b) eine identische wird, d. h. dass 
sie richtig ist, x mag irgend welchen Werth haben, so kann man statt 



fW 



die Summe der zweiten Seite setzen. Um aber diese Eonstanten zu be- 



F(x)" 

stimmen , mnltiplizire man beiderseits mit F (z), so werden dadurch auf der 
zweiten Seite alle Nenner, da sie sämmtUch in F(z) enthalten sind, weg- 
fallen, und es wird eine ganze Funktion von x zum Vorschein kommen, deren 
Grad um 1 niedriger ist, als der von F (x) , da in einer gewissen Anzdl von 
Gliedern der zweiten Seite nur je ein Faktor ans F(x) ausfällt. Diese 
Funktion hat also , wenn man sie usch den Potenzen von z ordnet, genau 
eben so viele Glieder, als der Grad von F (x) beträgt, * und deren Koeffi- 
zienten die zu bestimmenden Konstanten, jedoch alle in der ersten Potenz 
und nicht mit einander multiplizirt, enthalten; höchstens eben so viele Glieder 
hat f (x), da diese Funktion von niedererem Grade ist als F (x). Man setze 
nun in den beiden Seiten dieser Gteicbung die Eoeffizienten gleich hoher 
Potenzen von x einander gleich, so erhält man genau eben so viele Gleichungen, 

* Die sllgemeiiiBte ganze Funktion des nerten Grade» : a + bx + cx* + dx* + sx* hat 
ntaf Olieder o. i. -w. 
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als 2» beB^mmeDde Konstanteti , und kann dieselben also ermittela. Da 
Dontnehr die Gleichaag eine identische ist, d. h. da die beiden Seiten der- 
selben genaa dasselbe sind, so ist aöch (b) eine identische G-Ieichnng. Einige 
Beispiele mögen das Verfahren erläutern. 

1) Sey ■ - , ,\7:_ 6 ■ vorgelegt, x' + x^ — 63i = i(xH-3)(i — 2). 



7« — 5 = Ä(. + 3)(x— 2) + Bi(i-2) + Ci(i + 3) 
= Ä(i'+i-6) + B(i'-2i) + C(i' + 3i) 
= i'{A + B + C) + i(A— 2B + 3C) — 6A, 
+ 8+C = 0, A-2B + 3C = Y, -6A = — 6, 

_B B ?? C--1- 

—6'^- 16' ^^lÖ- 





x' + x'-e 


I 6i 15(i+3) 10(i~2)' 








5i'-2 


- "''-^ AI 








— 8i' + ]8j 


:'-Sr &-3)'(x+l)- -^l-" 






6x' — 2 


- * 1 ^ 1 *= 1 


D 

x+1* 






— 8i'+18i 


i'-27 1-3 (1-3)' (1-3)' 




&1 


[•^2=A(x- 


-3)'(»+l) + B(i-3)(H-l) + C<i + l)+D(x- 


-3)" 




=A(i'- 


-Bi'+3i+9) + B(i'-2x-3)+-C0 


i + 1) + D(i'-9i' 






+27I-27) 








= i'[A 


+ D]+i'[-5A+B-9D] + iI3A- 


-2B + C + 27D] + 






9A-3B+C-27D. 






)= 


:5, -5A+B- 


-9D=0, 3A-3B-^-C^-^7D=0,9A- 


3B+C- 


-27D = — 2, 


A 


313 „_407 „_133 ^_7 








bx'-St 


3l3 , 407 ,133 


7 




-8i'+18i' 


-27 64(1-3) ' 16(1-3)* ' 4{x- 


-3)* ■ 


64(1+1)- 


? 


i'-3i'~2i 


' + Bi4-2 i*- 3i' — 2i* + 6x + 2 
2t' + i + 1 (i + 1)'(i-1)' 


A 
1 + 1 


, B 



"^(I+l)'"^l-l"^(I-l)'' 

x«_3,»_2i' + Bi + 2 = A(i + l)'(i— I)' + B(i + l)(i — 1)'+C(i — 1)' 
+ D(i+I)'(x-1) + E(i + 1)" 
= A(i*-2i'+ l) + B(x' — i' — 1+ 1)+ C(i' — 2i+ I) 

+ D(i' + 2i»-2i— l) + E(i' + 8i' + 3i + l> 
= i' (Ä + D) + 1' (B + 2 D. + E) + i' (— 2 A - B + C + 8 E) 
+ i(-B — 2C-2D + 3E) + A + B + C-D + Ei 
A+D=:1,B+2D+E = — 3, — 2A— B+C+3Et=^— 2.— B— 2C — 2D-t-3E = B. 
A + B + C — D + E = 2: 



4(1+])' ie(i-l)'^8(x-l)'' 
«•/- I 
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Dieie Methode ist altgemein und liaat eich aach mittelst Amrendtug der Oifferenüal- 
TeobnoQg leicht in Regeln fftuen. vie vir nno zeigen wollen. 

§. 30. 

Zweite Bestimmiug dei Konetaiil«n in den ZAhiern der Parti albrüche. 

I. Enthält (§. 29) F (x) den reelloD Faktor des ersten Grades x — a 
nnr einmal, so entspricht ihm in der Summe (b) nor ein Partialbruch der Form 

-. Fasst man alle übrigen Brüche zasammen and ist deren Summe 
1 — a 

= '^r, SO enthält ^ (x) die sämmtlichen Falitoren von F (x) ausser x— a, 

d. h. es ist F (x) = (x — a) y (x). 

Die (b) ist also 

Setzt man hier x = a, so erscheint -^^ unter der Form -^ , deren 
Werth (§. 22, I) gleich F' (a) ist , indem i — a als Differentialquotienten 1 
gibt Daraus folgt 

f(a) = ArW. A = |^. . . (o) 

Hiebei tritt die Aufgabe auf, den Werth einer ganien Funktion für i — a zn berechnen. 
Hietar gibt es einen lehr einfachen Mechanismus, der im Folgenden besieht. 

Man ichreibe die Koeffiiienten der Potenzen »on i, von der höchsten angefangen, in eine 
Horizontalleihe, ohne einen ausinlassen, so dass, wenn einielne Potenzen fehlen sollten , die 
ihnen entsprechenden Glieder in der Horiiontal reihe mit O einzutragen Bind. Hau, bilde man 
eine zweite Horizontalreihe , deren Glieder Tertital unter den ersten stehen nnd derart be- 
schaffen sind, daas jedes Glied der zweiten Reihe ans dem darüber stehenden der erstell er- 
halten worde,. indem man lu diesem Gliede der ersten Reihe das Produkt aus a ,and dem »or- 
hergehendeo Gliede der zweiten Reihe addirte. 

Das erste Gbed der zweiten Reihe ist dem ersten der ersten Reihe gleich. Das letzte 
Glied der iweiten Reihe ist der gesuchte Werth. 

Einige Beispiele mSgen das Verfobren klar machen. 

1) Bi» + 7i' — 2i'— lOi + Sför i = 8in berechnen. 
B 7—2—10 8 

8 , IB 66 192 B46 Wertb=6B4. 



- 164 66« Wertb = 



,« + 7,_12tilri= — 20. 

4 80 7 ~ 12 

10 —80 — 140 Werth— 153. 



Der Beweis der Richtigkeit kann etwa so geführt werdei 
Roeffisienien der ersten, b, , b, , . . . , bn die der zweiten Reihe, s 
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b_r = «ii-i + b,.-ia. l>i,-i= »,.-« + b„_ja h, = i, + b, 

Duaos folgt bn^ Sii + Ko—iB + a,-t &* + ... + % t," , vu d«^ 

II. Eb eflthalte F (i) ien Faktor (s — a)" , d. h. x == a sey ni mal Wanei 
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Int^rUioii der PutJalbrtebe. 
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die frahereFonu annehmen, indem man Zählernnd Nenner mitx'mQltipliziTt. 
Eben so wird das Integral. 



/•«Vi + bv^+cig 



oVx+fVn-gyi 

wenn man x = 2", also 5- = 12z'* setzt, werden: 

"'/"- ■'^',':;"i' -"»-°'^/" "i't''.t°'' -"'-. 

J Bz' + fi" + gz» J a + fi' + gü 

und bat nnn die frühere Form. Wie man sieb in andern ähnlicben Fällen 
za helfen hat, ist biemacfa leicht zn übersehen. 

§. 32. 

Imtioiuile iDlegnle. 

Aof die in den vorstehenden §§. näher betrachtete Form lassen sich 

nun leicht diejenigen Integrale bringen , die ansser ganzen Potenzen von z 

noch die Grösse V"» + b n- 1' enthalten. Ein solches Integral wäre etwa: 



/ ■6i'+3 Va + bi + ci' 
7i— I2V(a+lii+ox'J- 



-I2V(a- 

Wir setzen dabei voraus , dass ausser dieser Grösse keine andere ähn- 
licher Art mehr in dem Integrale vorkomme. Dabei müssen wir drei Fälle 
unterscheiden. 

I. = 0, d. h. die vorkommende Quadratwurzel ist bloss V'a+bi. Man 
setze nnn (§.28): 

so wird das Integral nach z bloss Potenzen von z enthalten. Käme übrigens 
Va + bi vor, so hätte man zn setzen 

V(.+i,.)=.,.+b.=,-. .»tf!. 5i=?^'. 



Sey z. B. / .. f ' - zu iategrireD, so ist 



-Eben s< 



=p-[T''"+'">"-i''<*+"'']+<^- 
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IL c > 0. Man setze 
Va + bi+ci' = «-iV<!. « + bx+ei'=ii'— aiiVo+cx". a+bi=«'— Six^e. 

= »— ' ° Ve= ' K+^°v ' — ^' ^° ^"^ ^^ Integral »nf die Form 
in §. 29 zarückkommen. 
Alsoz. B. ßro>0: 
/ • ei _ / l 8i -g/ * b+2.Vc tVc+bt+>V ^c 

/V^a+b^+ox' yV«+bx+cx'e^ Vbt+tVe+aVo- (b+2iVo)' " 

= 2y^-j-^^=i^I(b+2.K<i) + C=^i[b + 2«+2V'!(» + bT+cx')] + C. 

+ c. 

III. c <! , d.h. negativ. Setzen wir , nm diese klar zd machen, — c 
fUr c, wo nnn c als positiv anzusehen ist, so kommt also in dem Integral« 
die Grösse y n-bi — «»• vor. Es ist aber (vergl. «. 29, Note) 

Ist Dnn b' + 4ac<0, so ist die Grösse (i + j-^ i-,— fflr alle mög- 
lichen (reellen) Werthe von x positiv, also — c 1(1 — 5-) rp — ^J 

immer negativ, d. h. alsdann ist y a + bi — ci* fOr alle Werthe von z imagi- 
när. Derartige Integrale können in den Anwendungen nicht vorkommen, da 
dort nnr reelle Grössen betrachtet werden. Wir werden also den Fall, da 
b'-t-4ac'<0 ist, gar nicht beachten. 

Ist nan aber b'-l-4ac>0, so lässt sich {» — o") 4 '*° '" "° 

Produkt zweier reeller Faktoren des ersten Grades zerfallen, da 

V 2eJ 4c* L 2e^ V 4e' J L 2e V 4o' J 

Aber anch nur in diesem Falle ist eine solche Zerfällnng möglich, da im 

andern Falle y — ,'° imaginär ist. 

Kommt also in dem Integrale die Grösse y a + b i — 1' (c > 0) vor, 
so werden wir dasselbe nur dann einer Betrachtang unterziehen, wenn 
a-l-bx — ex* sich in zwei Faktoren des ersten Grades zerfallen lässt. * 

Sey nnn 



• Der andere Fall Urne aaf i Voi'^bi — a zurück, nnd geborte dann sa 11. Na- 
t&rlicb »Kre da« Integral jettt imaglaBr. 
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ir Theorie der QrOHen ar«((M = x), an{tff^=:x). 



2) a + h zwUehea — — and + -5- . 
Jettt Ist DcithireDdig eoi (a + b) podÜT , nnd wenn diesi der FftU in , so wird a -4- b 
jnnd + — liegen, da »r den ersten Fall <!oi(a+b)<0 nnd im dritten auch 
CO» (a + b)< iit. Demnach mn« jetzt Yl — a' Vi —p' — o |» > aasfallen. 



3) a + b Ewücben — nnd it 

J«tit tnOssen a und b, a\ia auch a and ß poiitiv Eeyn 
nra» Vi — n' Vi — 1*' — O|»<0«eyn. Han setzt man 



iilw»(a-!-b)<0. d.L 



r-(»m = |S):=/ 



-l»'-(-|»Vl-«'). 

da nar diese QrOite zwischen ^ nnd «liegt nnd ibi Sinns glaich aVj — /J' + j»Vl —o'Ut. 
Han bat also 

< — a— nri.-(wn = nVl— j8' + jj V l — g' ). wenn o und j4 
I negaÜTDnd Y\—a.'V\ — 0^ — aß<^O; 

■tf (swi ^o Vi — ,s' + i9Vl — «»). wenn Vl-o'X 

Vl-<?' -«j» 0; (b) 

f « — ar(!(«tn = ßVl — l*' + J*V^l — «'). wenn o nnd (» ' 
1 positiv, nnd V — o' V^-^J*' — «j9<0. 

Diese Fonneln gelten unbedingt. Setzt man — 19 für (ü , so ergibt sich : 

\ — ^D egatJT. Vl- n'Vl— i?' + a^<0; 

« = aVp^-^Vl^^, wennVi^^iT'x 

/ « — arc(««— aVl — |J'- |9 Vl — g '), wenn a nnd 
i — ^ positiv. Vi—«' Vi— |S' + o i»<0. 

Setzen wir nnn weiter at^ ((? = «) = a. are Ug = ß) = h , thotffA = a, tffb = fi, so 



re(ff«^a) + 



r< («»=«)- 






= /*) = 



t (y(a + b) = 



I-ß/» 



Ista 



b iwisohen — und -t 



2 ' 



folgt bieraas sofon 



a+b = are(^V^j^^^, d. h. <«rc{tff=«)-h<>Te(lg = fi) = arcQg=-^^y Daaber 

auch hier wieder a + b TOn — n bis + ff geben kann, so bat man dieselben drei FSIle. wie 
Toihin. Die Entscheidong liegt wieder in den Vonieielien von a and ^ und in «t>«(a + bj. 
Ist nlmlieh 

ei)»(a4-b)>0, d. b. i!o«a«o»b — »ina*»»b>0, d.h. 1 — ya(pb>0,» 1 — aj»>0, 

so liegt a + b zwissben — -^ nnd + "t ■ ^'^ '■^' 

eo»(a + b)<0, d. h. eofanwb — MnaMab<0, 1 — i^a(yb-<0, \—aß<^0. 



* IHeiet Schluss ist nnr richtig, wenn eoi t eo>b foütit ist; denn nur dann haben 
eofa<w«b — «tnarinb 
M*aeo*b — .#Hia«M»b nnd =: I — Ifftttj/h dasselbe Zeichen. Aber co»a 

tmd eoth sind beide positir. da a und b zwischen - — ^ nnd + — liegen. 
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AnvendDDg auf das frOhera Beispiel. LZi 

V. Wir wollen von diesen Formeln in Bezug: auf das zuletzt bestimmte Integral 

Gebrauch machen. Nach (e) ist, da 1 — (VjZ^) = ^ ZT" = ^""^'^ 

nicht immer positiv: 

wozu noch +)! kommt, wenn 5 — 6x<0 ist. Also ist anch 

Jy?^=f?=7i" <-'= 5 -6. ' )*'=-^' 

VS '\' 6-6, J + i75 + "- 

DaBberr^ + C eben auch eine Konstante ist, so genügt das erste Tollstündig. 
Da nach (h) 

"■1"= 5-6. J=*T-"'V'-aV 3.(t-3j 

konstant unter C begriffen wird. 

Aus (f) folgt ferner 

sodassanch y^^Ji= = ^ »•,(«»= \/|) + C . 

Endlich gibt dieselbe Formel: 

f. 6.-5 ',--,(.,..-^2V3.(»-3,) V _.(-..._6.^»X 

V" 2yS.(6-S.),y \ ,/_ (6« -5)' / V 5 ^ 

\ V '■^4.3.(5-3.)/ 

/' e* 1 z' , 6.- 6-\ ^ 

Tn^? = ys »" (."" = ~1~^ + "^ ■ 

VL Wir bemerken sohlieBslich wiederholt (§, 26, V), dass zwei 
Resaitate 

yi(.)l. = F(.),yt(.)6. = r,(.) 

als gleichwerthig (d. h. gleich richtig) anzusehen sind, wenn die Differenz 
F(x) — P, (x) eine lionstante Grösse ist. Findet man also 

I, Google 
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/'<>' 



WO a eine bestimmte Zahl ist, so'kaon mau a föglich weglasseo and statt 
allgemein 

/f(i)ei = F(i) + » + CbloM>etBen: /t(i)8i = F(i) + C. 

Man pflegt dann zu sagen, es sey a mit der willkiirlicben Konstanten 
ZDBanrm engezogen. 

Baupiele ini Cebang 'Verden wii nunmehr ««Iten Torlegen, da die Integr»! tafeln 
deren in Uenge liefern, and mau des Gebianohs wegen doch umthen mnu , rieh Eolehe in 
vencbtSen. Man besitzt in der deotscben Literatur IntegrAitafein ron Meiei Hirsch, 
Sohncke, Sohnbert, Minding u. a. w. Ffir uns genügt es nno, £• Foimefai anänatellen, 
und an einigen Beispielen la leigen, wie sie zu gebrauchen sind. 

" §-33. 
Binondieh« IntegiaJe. 

I. Bereits in §. 27 haben wir mehrfach Gelegenheit gehabt, so genannte 
Beduktionsformeln za entwickeln, vermittelst welcher ein Integral auf 
ein anderes ähnlicher Art znrnckgefilhrt wird; diese Red tiktionsfor mein 
spielen Qherhaupt in der Integralrec^ung eine wichtige Bolle und wir werden 
nnn vielfach Gelegenheit haben , solche zn bilden. Zunächst soll diese der 
Fall seyn fOr das Integral 



/- 



(ai" + b)M 



welches man ein „ binomisches " zu nennen pfiegt. Setzt man in der Formel 
(7) des §.27: 

y=(Bi" + b)". ^=x-also|^ = anr(ax- + b)'-'i'-», B = -^, 

so ist 

/-'"■^'»■'"•"'l"\"^''-^/-"(-H-»-... « 

Beachtet man dass x"-*" = x"" x° = x" P'*'^'' - — 1 , so ist 

also in (a) : 
worans 
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mithiD da 1 H — = ^jr — , so ist, wenn mao beiderseitig dorcfa diese 

Grösse dividirt: 



/-<—)— ^i^?S^-.T^/- 



(ai"+b)'^'ei. (b) 



Setzt luaa r + 1 an die Stelle voq r, was man, da r beliebig ist, sicher- 
lich kaDD, so erhält man : 

woraus Domittelbar folgt: 

Setzt man in der Formel (a) an die Stelle von m und r: m — n und 
r+ 1, so hat man: 



/■'"■">>-'-= '"Xo""' -Tgnr/"'"-^»"- ™ 

Da nun x"~°(aÄ° + b)'^' — x"~°(ax''-(-b){ax° + b)' = ax"(ax"-l-b)' 
-I- bx"~''(ax" + b)', so ist 

woraus folgt 

V^ E(r+T) ^y» '" +" "- .«(, + 1) .»(,+ 1) X 

/>-"<"■*'>"- 

so folgt hieraDS 



■ (r+l) «(i+l) 



7" <" +w •'- „„+„+15 — .(.+„+1)7' ("• + »■»». <•) 

Setzt man in der P'ormel (e) m + n an die Stelle von m, so erhält man 

/..■(.,+.)..,^gii^^g- .,„M:;:',, /..(..-.>).e., 

woraus dann folgt 

/..,„.+«..„.r^-.-_.<=--±i.y;..,...+.,.., „ . 

Die sechs Formeln (a) — (f) sind nun die gesuchten Rednktionsfonneln. 
Sie haben die Eigenschaft: 
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die erste: in zu erhaben, r zu erniedrigen, 
„ zweite: m nicht za ändern, r za erniedrigen: 
„ dritte: m nicht zn ändern, r>za erhöhen, 
„ -vierte; m zu erniedrigen, r zu erhöhen, 
„ l^nfte: m za erniedrigen, r nicht zu ändern, 
„ sechste: m za erhöhen, r nicht zn ändern. 
Man wird leicht einsehen, dass dieselben in allen Fällen, m und r mögen 
positiv oder negativ seyn, genügen, um das vorgelegte Integral auf ein ein- 
facheres derselben Art zn redaziren. 

II. Die obigen Reduktionsformeln siud nicht anwendbar, wenn: 
ni + l = 0. m-+-iir+l = 0, 1+1 = 0. 
da in diesen Fällen die Nenner zu werden. Diese drei Fälle rattssen Also 
besonders erledigt werden. 

1) Sey ni+ 1 =0, also m = -:-l, so ist das vorgelegte Integral 



Ist nun r eine ganze (positive oder negative) Zahl, so gehört das Inte- 
gral zu den in §.29 näher betrachteten; sey also r allgemeiner ein Bruch 
= — , so dass das vorgelegte Integral gleich 
£ 

ist. Man setze nun ax'+b^iz", also x = ( j, ^=— f ' - T I—^" 

-i --' £ 

^^""i7i''""'C~T~^)" ' (ax" + b)" = z'*, Boisl(§.28); 

•y ."-b • 

welches Integral nun wieder zu §. 29 gehört und also nach der dortigen Weise 
erledigt werden kann, da ß und a ganze Zahlen sind. Schliesslich ist dann 

z — (ax" + b)'' . Ist r eine ganze Zahl, so sey (9 = r, «= 1, und ax° + b 
= z , wodurch dann 

. A«i- + wai I / •■■»■ 

J " a/z-b- 
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2) Sey r+l=:0, r= — 1, also daa vorgelegte Integral 

J ai"+b' 
so kann es immer leicht auf die Form des §. 29 gebracht werden 
(§.31, IV.) 

3) Sey oDdlich m + nr+l=0, so setze man (§, 28), weniir=— : 



/x-(.."+b)-a,=-yl-^.— il^/.üi 



•»d«-») ' Sil 



_^. ■ *■/..,-..._.,-(— >... 

Da aber m + iir+l = 0, so ist ^^ + r=:0, ^Ü+ 1 +r= 1, 
' also 

welch letzteres Integral direkt zu denen in §. 29 gehört. Schliesslich ist 
» = (^^-; — ) ■ Für ein ga^es r ist /J = r, a = l, also 

III. Eisige Beispiele mSgen das VerfahreD eiUntem. 

/* i'Öi 1 

1) Sey / —^=^ zu bestimmen. Hier ist iii = 5,,r^ — 5-, iis=2, a^ — 1, 

b = a', und also, weno man m emiedrigeQ will, naoh Formel (e); 

Auf du letzte Integral wendet man dieselbe Fonnel an, in der m ^ 3 ist, und hat 

f '' »I- ■'(«'-'') ' "'' f '»^ 
yy.THJ! 3 -^ 3 Jy^-i-- 

Bas jetzt noch vorkommende Integral ist bereite io §. 28, IT bestimmt, gleich 
— V"«' — i'. so dass 

[:.',qm7o=bv Google 



2. Dm 



^. j ^ SU ermittelD. winl man die Formel (f) anwenden und 



Dm das letcte au faeatütunea, sey V a* — x':=b, a' — x';=z', x^^a* — z*. 
ei__ J_8i a — t 

J iY^'—i' Jx et'ya«-»' Ja-'-t'' « y*'— a' 2»/ a+i 

-2^/^-2^a"->-2^'<-'=A'(|g£^:). 
und also 

3) Man «oll /ja "', '„., ermittelD. Naoh Formel (o), worin m = 8, n=3, 
r= — 6,a = 2,b=3: 

f i'8i _ i't2i' + 3)-' 1 / • i'Bx 
y(2i' + S)» 36 12y{23.'+3)'' 

(2.- + 3)* = 27 • (""=8.^=3. ,= -4. .=2. b=3, ,„+„+„+1=0). 

y' i»8x 1* ri 2i'+3T „ 

(2.' + 3)'-9(2.'+3)'LT"^^6~J + *^- 

4) Man soll / -7== bestimmcD. Hier ist m^3, d^8, r^ x". al*" 

yvi+*' * 

m+nr + l^O, so das» nach II, 3: 

i,+a'=.-.',z-=-iiy,.=— !-f=(.'-ir'. 5;=_i,(..-,ri, i^rfT- 

und da (§. 29) : 

z'-l = 2(!_.l)~2(t+l)' 

+ c, 

[:.,qm7o=bv Google 



imd da 

■o ist auoh > 

IV. Auf die hier betrachtete Integralform kommt zanächst das lotegral 

zuiück. Setzt man n&mlich ax + b = z, i=^^^, ^ = — , so ist 

ßi^x + \>r(»'x + vy6i = ^ßr(^ + V-~y6M. 
welches lategtal zu der in diesem §. betrachteten Gattuig gebOrt. 
Dessgleichen läast sieb das Integral 

aof dieselbe Form redoziren. Da nämlich 

SO setze man 

'^2c ■ 8i ' 2c* 

und hat 

welches Integral zw den oben betrachteten (m =: 0) gehört. 

Redoktioiitformaln fflr /x°'(a + bi+eiy Si. 

V. Für das Integral 



/■ 



(.+b.+«')i 



Iftsst sich direkt eine Kelinrsionsformel entwickeln. Setzt maninderFonnel(7) 
■ deB§.27: 

seist 

venndge welcher Formel das vorgelegte Integral auf zwei andere derselben 
Art znrBckgefiihrt ist Setzt man zur AbkOrzong a + bx + cx* = X; femer 
r + I für r, m — 2 fSr m, so folgt ans (g): 

I Google 



1 qo BeduktioDtftinDelD fQr /i°'(a-f bz + ci')' 8i. 

/ m-l ni-I y m-1 / 

und da 

/x"-'X"i6*= /i"'-*X'(a+bi+ci')8i = a /i— 'X'6i + b /i-»-'X'8i 

BO ergibt siuh aus vorstehender Gleichong leicht: 

Setzt man hier m + 2 für m, so zieht man auch daraus: 

Ist lu eine positive ganze Zahl, so kommt nach (h) das Integral 
/x"X'9x schliesslich aaf / xX' 9x und /X'9s zarück; ist m eine nega- 
tive ganze Zahl dagegen auf/ — dx und /X'3x. Von diesen Integralen 
ist /X' 9s bereits in IV. erledigt. Ferner aus (h) für m = 1 ; 

BD dass auch dieses Integral als erledigt anzusehen ist. 
Weiter ist 



oder da 






vermöge welcher Formel das za erledigende Integral auf ein anderes der- 
selben Art znrückgeftthrt ist. Setzt man in (1) — r+ 1 fdr r, so erhält man: 

yil-' 2(r-l)X-' ^^J %%■ ^ zj X'' 

y iX' 2(r-I)aX'-' 2aJ X- ^ a/sX"'" ^ ^ ' 

Diese Formeln gentigen, um die sämmtlichen Integrale der angegebenen 
Art zu reduziren. (Vergleiche auch §. 37, III.) 
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Aber/äx — X, /e(wx9x = mx, /«nx9x=— co»x(§.26,V),/ ^^9x 
= — t(eo«x), /*-^^r-^ = l(amx)(§.28, III), so dass bloss die letzten drei 
Integrale za bestimmen bleiben. Nno ist 

aUo 

'^ III. Die iDtegrale it^zdx, leotff°dx könaeo gleichfalls nach diesen 
Formeln rednzirt werden. 

Ana (a) oder (d) nämlich folgt (für n= — m, oder m= — n): 

I tot^xti^= ^ "" - £ - — ~ I colg—*\^x . 

Wenn man will, so klonen als besonders za benutzende Formeln auf- 
gestellt weiden: 

r tin'—iieoMX m — 1 /* 

/»tn'°iei = — 1 /«ti"-'iex, 

J m m J 

/w»°t8« = """""°~'* + ^^^ fto$--*iex, 

Beispiele hiezu liefern die lutegraltafeln in Menge. 

'' §■ 36. 
TiMUiendente Integrale. 
I. Die Integrale der Form 

/ft'WJy , ßw'Wdx. yi(««.i)miBi. ß{H»xUo.x6z, .... 
wo f ein beliebiges Funktionezeichen, kommen auf /f(z) 3z zurück, wenn 
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j*2 DieIntegTala/e"»in°iei, ■ I t^'toi'iii^- 

Setit man io jede dieser Gleichungen anf der zweiten Seite den \^''erth 
äea betreffenden Integrals aus der andern, so hat man: 

/■^^ . B"to»bi a 6"wtb i a' /'.>^_i,igj 

woraus ganz unmittelbar folgt: 

/6»'«)«biBi = ^ , , .. (-0, 

J a" + b 

y a' + b 

IV. Für die Integrale /e"«Vx9x, /e"co«°x9x ergeben sich eben- 
falls leicht Rednktionsformeln. 

Setzt man nämlicl) y = m°x, 7^ = e*', ^ = nain'~'xcogx, z = — , 
so ist 

und wenn y = «n''~'x co«x, j- = e", r— = (n — l)n'n°~*xc(w'x — «Vi 
= (n — l)«n""^x{l — «n*x) —ein'x = (d — l)Bin'~'x — nein'z, z = — : 

also: 

woraus 

Eben so 

Fär positive ganze n f&hren diese Formeln schliesslich aaf/e*'öö«x9x, 
/e"msox, /e"9x. Das letzte Integral ist ^, die zwei ersten ergeben 
sich durch die Formeln flirn = 1 ; 
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^48 Bestimmtmg tod tategrklen durch Differenzirang. 

'' §■ 37. 

Beathnmtuig ran Integrales darch Differenziraog. 

Gesetzt es sey a eine von x unabhängige Grösse, uod ferner r(x, a) 
eine Funktion von x und a, so wird, wenn 

yt(i.«)ei = F(i.o) + C, (a) 

die GrOsse G, die nar konstant ist nach x, ganz wohl von«; abhängen können. 
Daraus folgt, dass 

— /f(i,«)8x=.-^-^^^^ + — . 
6a J ' ' ba 6b' 

Es ist aber (§. II) 

= / ^-''"^ Bi (g.26, IV), 
SO dass also 

Nun enthält C kein x, also wird aach ^ kein x enthalten, d. h. konstant 
nach X seyn, so dass, wenn wir — ;= C setzen, C eben eine (willkürliche) 
Konstante nach x ist. Aas der Gleichung (a) folgt somit 

Dieser Satz ist fär die Bildung von Integralen sehr fruchtbar, wie wir 
nun an einigen Beispielen sehen werden. 
' I. Es ist (§.28, I): 

/i»naiBi = — — eo»aH-C. 
Daraus folgt, wenn man nach a. differenzirt: 

/!eo«aiSi = -reoiai + — «nai + C, 
a' % 

allgemein, wenn mau n mal anch a difTerenzirt und beachtet, dass 

/-("-¥)-=-£a»-)-- 

Eben so 
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Wbb die Differentialqaotieiiten der zweiten Seiten anbelangt, so kOnnen 
sie, da 

mittelst des Satzes in §. ]8' leicht bestimmt werden. (Man vergl. §. 35, V.) 
■ J 

n. Da immer 

f^J^^^ = ^ + ^ 

wo M von a und b abhängt (§. 36), so folgt hieraus, da 

—( ^ ^ = (-1)- '-^-" ^( ! '^ = (-l)-- ^-^-'"-"°' - 

8«-Va+b<!o»xy ^ ' (a + beö*i)"+'' 6b° V» + beo«»^ ^ ' (a + beo«i)-+< 

/■ 8« ^ (-1)-' ^rlM+c / •'■"-''fl' ^ c-)-^' öjr'J^+c 

/(H-b««!)" 1.2,,.(d — 1) 8(l—' •y(« + beo.i)" l...(n-l)eb''-' ' 

nnd da auch 

iL r > 1^ = (_ „. o. (.. + l)....(B + r-l)..^, 

8b' V.(« + b«).i)°7 (a+beo»i)°+' 

atso wenn n = m — r: 

£_ / 1 -X _ ,_ I „ {m-i)(.in-z+\)...{m-i)co,'T 

Bb- V(« + b.o»i)'-'^ ' "^ (a + beMi)" 

80 ist 

r co.'z.t,-,. _ (-1)-- 8-1 M 

y (a + beofi)'""^1.2...(m— 1) Bl— '8b' 

III. Das Integral 

/a + bi + cx' 

kann immer als eine GrQsse A, welche von a, b, c abhängt, gefunden werden, 

so dass 

/ , J'*, — r = A + c . 
ya + bx + ci* 

Daraus ergibt sich, wie in H. : 

/- 6x _ (-1)— e°-A 

/(ft+bH-cx")" 1.2...(n-l>ea— ' ' 

/• .'B» ^ (-1)— 8°-'A 

/(ft+bi+c»')- l.2...(ni— 1> 8a"-'-'eb' 

IV. Ans den Werthen von /e"«nbx9j(, /e"c<j«bx8x in§.35,IU 
folgen durch d malige Differenzirung nach a: 

l)„„-I:b,GOOi^lC 



Wiederhalt« Integration. 
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Nnn ist 
n 1.2 ^ 1.2 - dL i 1.2 . - 1.2 ^J 

' also wenn maa mit d mnltiplizirt : 

..2..../*',».- = .-/».-f.-'/.ya,+=fc!>.--/;.,e.- 

welche Formel ans der froheren entsteht, wenn man n + 1 für n setzt, nnd 
also deren Richtigkeit bsveist, da sie fiir n = 2 gilt (§, 18, II). 

Da man bei jeder Integration eine wilMrliche Konstante zufUgen soll, 

80 wird man schliesslich bei / y9j(° hinzasetzen müsBen ax""' + bx'~' + .. 

... + k, woa,b...,k, der Anzahl nach n, willkürliche Konstanten sind. 

Der so eben angegebene Satz fübrt die BestimmuDg -«inFs Tleifacheo lotegrals auf die 
yun einfacheD Integralen inrüek. Man hat aocli weitere Sitze anfgesteltt, nscb denen die 
BeiÜmDiang Tielfacher Integrale lon zasammengeietEten Fnrnien anf die der einfaoheien 
Eiuflokk'onunt. So veno y nnd i Fanktioneu ron x äni, bat man 

n(n + l)(p + 2) 8'y T*' g,.., , 

1.2.3 8iV 

welche Reihe in'i Onenditche gehen kann. Oa jedoeh diese Dntenacbungen fUr uns von ge- 
ringerem Intere«M dnd, bo oiSgen eie im Äugenblick dabingestellC bleiben. (Vet^l. „An- 
hang" nntet »). 



Siebeoter Abschoitt. 
Das bestimmte Integral. 

§.39. 
ErklSmngen. 
I. Seyen a and b zwei bestimmte endliche Grössen, r(x) eine Punktion 
von X, welche von x = a bis x = b stets endliche Werthe habe, Jx ein Zu- 
wachs von X so beschaffen, dass b ^ a + n,ix sey, wo n eine positive ganze 
Zahl ist (dabei ^x> 0, wenn b— a>0, dagegen /ixKO, wenn b— a<0), 
so nennen wir den Gränzwertb der Grösse 

t(a)^I+f(a + .^^i-^I-^f(a + 2Jl)4I + + f(b— ^i)Ji (1) 
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mit abnehmendem (gegen Null gebendem) //x das bestimmte Integral 
von t'(x) nach x und bezeichnen denselben durch / f(.\)8x, so dass 
wir haben : 

A f(l)6i = er4i[f{a)-(-f(a + ^») + f(«-H2^t)+ + f(b-^.)]- <2) 

Hierbei ist auf der zweiten Seite die Zahl der Glieder = a und wächst 
natürlich mit abnehmendem ^j, da immer n^x = b — a aeyn soll; zugleich 
ist b — 4x = a + (n — ]}Jx. 

Wir haben also im Aagsnblicke TSUntliob lu UDtenc beiden zvischen dem Zeichen des 
beitimmten Integrals und dem des u nbestimniten in S' ^< dtisen Banennang als ,aabe- 
itimmtes" nun erit durch den Gegensatx klar ist. 

BeEeicbnen vir, irie dien früher geschehen, dnrch di eine DDendlich kteioe GrDSM, so 
kann mao die Gleicbang (2) anch schreiben: 



/: 



f(i)8i = f(a)dH-t(aH-di)ii + f(a + 2di)di + ....-(-f(b — di)di. (2') 



f(») + f<a + .4i) + .... + f(b'- Ji); 



deren Bedeatnng jedodi nm au (2) klar iit. Die Produkte t(i)di, t(a + (lx><ii , 

f (b — di)4x nennt man daDD die Elemente des bestimmten Integrali, 

II. Aus der Erklärung in (2) läast sich sofort ein Satz folgern, der uns 
bpäter von Wichtigkeit seyo wird. 

Da nämlich f (a), f (a + ^ x) , . . . , ((b—Jx) sämmtlich endliche GrJJssen 
sind, so ist eine davon die gröBste, eine andere die kleinste. Sey f (a + rJx) 
die erstere, f(a + s,4x) die letztere, so hat man (vergl. §,7, III): 
<n((a + rJi) 
'>nf{a+i.<*i), 
also 

d. h. da dJx = b — a: 

so dass 

Ji[f(a) + f(a + Ji) + + f(b-^x)] = <b-a)M, (3) 

woM eine zwischen f(a + r^i) und f(a + s^x) d. h. zwischen dem griJssten 
und kleinsten Werth, den f(x) innerhalb der Integrationsgränzen'a und 
b annimmt, liegende Zahl ist. 

Da die Gleichung (3) für- alle Jx besteht, so gilt sie auch für den 
Gränzwerth, d. h. man hat wegeu (2): 

y fWei=(b-»)M, (1) 

WD M dieselbe Bedeutung hat, wie so eben. Lässst man ajiier in f (x) die 

" Dabei ist allerdings ^i>0 gedacht. Mag aber ^i pösitiif oder negati» seyn, der 
Werth der ersten Seite liegt imnier zwischen den ivei GrOsBen auf der zveiten Seite. 



Beweis, dass /^f{i)ei=(b — »)r[a + e(b — a)|. 
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uDabhängig Veränderliche x stetig von a bis b gehen, eo durchläuft f (x) eine 
(unendliche) Reihe von Werthen in ebenfalls stetiger Folge , so dassjede 
Zahl, die zwischen dem grössten nnd kleinsten dieser Werthe 
liegt; noth wendig einer der Werthe von f(x) selbst seyn muss. 

Es lässt sich diess aach geometrisch leicht einsehen. Betrachten wir 
die Kurve DEF als Bild der Funktion f(x), d. h, stellen Fig. 13. 

die Ordinaten derselben die Werthe von f(x) dar, und ~ 

ist AC die Richtung der Abszissenaxe , a die Abszisse 
vonD, b vonF [also AC=b— a, AD=f(a), CF=f(b) 
n. 8. w.], eo sind BG nnd AD die grössten nnd kleinsten 
Werthe von r(x) zwischen x = a und x^b. Jeder 
Werth nun, der grösser als AD, aber kleiner als BE ist, wird als eine der 
- Ordinaten von DEF angegeben werden kOnnen. 

Demnach ist in (4) die Grösse M einem (bestimmten, natQrlich im Allge- 
meinen nicht kurzweg bekannten) Werthe von f(s) gleich zu setzen, wenn z 
zwischen a und bliegt. Bezeichnen wirdurch@künftig Immer einen positiven 
ächten Brach (also < I oder höchstens ^1), so stellt die Grösse a + 
6 (b — a) immer eine Zahl vor, die zwischen a nnd b liegt ; * man kann also 
setzen: M = f[a + 9(b — a)], so dass endlich 



/> 



f(.)Bi = (b-»)f[a-f-e{b-a)]. (5) 

wo © zwischen nnd I liegt. (Vergl. IV dieses §.) 
Daraus zieht man sofort zwei Folgerungen : . 

1) Ist f(x) konstant = c , so ist auch f[a-f-©(b — a)] =; c, so dass 

y^8I = (b-a)c. (6) 

2) Nähert b sich der Grösse a, so wird / f (x) 8 x sich Null nähern, 

da dann auf der zweiten Seite b — a sich Null nähert. ~ Die (5) kann 
Übrigens auch unter folgender Form geschrieben werden : 

'^f(j)Bi=hf<a + eh). ,(7) 



/: 



VerallfMiieiiwniiig dlean Satm. 

III. Der Satz (5) lässt sich leicht verallgemeinern. Ist nämlich F (x) 
eine Funktion yon x so beschaffen, dass sie von x = a bis x = b immer das- 
selbe Zeichen hat; sind f(a + r Jx), f(a + s Jx) die grössten und kleinsten 
Werthe von f(x), wenn x von a bis b geht (wie in H), so ist 

a, für e— I aber a + b — a = b; für 6 ziriMiben 

I Goo'^lc 
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F(a)f(ft) + F(a + /*i)f(a + Ji) + ...+F(b-Jj)f(b-4x) 
<f(a + rJi)[F(a}+F(a + Ji) + .... + F(b-J)t)| 
>t(a + 8Ji)[PW + F(a + Ji) + .... + F(b-Ji)], 
wobei wir F(x) als positiv gedacht haben, »nd der Satz nur wahr ist,, wenn 
F (x) immer positiv bleibt, da die Stimme nur in diesem Falle zu gross werden 
mnss, wenn man für f (a), f (a + Js) , . . . , f (b— //x) durchweg den grössten 
Werth f (a + r /:/x) setzt — F&r negative F (x) wechsle man nur überall die 
Zeichen und der Satz gilt dann noch ; das Kndergeboiss wird also auch für 
diesen Fall richtig bleiben, * 

Mnltiplizirt man mit Jx, nnd beachtet, dass 
erJi[t{a)F(») + f(a+Ji)F(a-4-^x) + ... + f(b-Jj:)F(b— Ji)]=/"'t(i)F{»)Bi, 

er ^i[P(a) + F(B + Ji) + ....F(b-Ji)] =/">(!) Bi. 
SO Gchliesst man, wie oben: 

y twFwe.^My Fwsn. , ■ . 

wo M zwischen dem grössten und kleinsten Werthe von r(x), wenn x von a 
bis b geht, liegt. Daher 

y"r«p(i)ei = ffa + »(b-»)]yF{i)ei. (8) 

wo also F (x) von s = a bis x = b sein Zeichen nicht wechselt. 

n n&Dliob in (8) F (i) ^ I , bo wechselt diese GrSsse 



y^«8i=f[»+e(b-»)]y\i. 



• Ist F(x)'iii]iDer negativ, so iet — F(>) iromer poäiÜT nnd man bat: 

— F{a)r(a)-F{«-f-Ji)l{a + ^>) — .... — F(b-^i)f{b-Ji) 
<f(aH-r^i)I-F(a)-F(aH-^i)-....-F(b-^x)] 
>f(a + KJi)[-F(a)-F(a + Ji)-....-F(b-^i)l. 
Daraas folgt dann gani wie im Teite : 

y'-FWf<i)8i = My-F(i)6i. 
vo M eine MiCtelgrDue fürf(i) ist. Aus der Erklftrang (2) folgt aber unmittelbar, da» 
/"-»W6, = - /",W6,. d« 

(frJ,[-v(a)-w(a+Ji)- ...-g.(b-Ji)] = -ör^.r,.{») + v(a+Ji) + ... 
üsninach heiset obige Gleichang 

-/"F(.)I»»i = -My"'rM8i.y F(i)f(,)»T = M^'F(i)ei. 

h Google 



Mittlerer Werth «i 



^ / 6i — b~a, «0 da^a also die (5) ger&deza erscheint. 



Aber iiiu (6) folgt Ri c 

01eichnDg'(6) ergibt £ieb flbrigeui aas der ErklSnitig 1d (2) Ton «elb«t; a beduf al«o dei 
Satzes (6) nicht, um sie cd erveisea. 

WtUerer Werth einer rnnkldoD. 

IV. Ist f(x) eine Fnoktion von x, welche endlich bleibt von x = a bis 
X = b, und man legt der unabhäogig Veräaderh'chen x in stetiger Folge alle 
möglichen Werthe von x = a bis x = b bei., so nenneo wir die Summe all 
dieser Werthe, dividiit durch die Anzahl derselben, den mittlem 
Werth der Funktion f(x), innerhalb der Gränzen a und b für x. 

Da man alle Werthe von s, zwischen a und b, beachten soll, so muss 
man durch unendlich kleine unterschiede dx. fortschreiten, so dass die 
Summe ist , 

f(a) + f{a + di) + + f{b-(Ij). 

WO wir den letzten Werth f(b) immer ansscbliessen. Ist n die Anzahl der 
Glieder, so ist also der mittlere Werth von f (x) gleich 

-^lf(a) + f(H-<ii) + f(a + 2(J.) + + f(b~di)]. 

In schärferer Weise gesprochen, ist dieser mittlere Werth: 

d. h. da n.4x = b — a: 

j^erJii:f(a)-(-f(a + Ji)+t(a + 2Ji) + .... + f(a + ^^Ji)]. 
Nach (2) ist also : 

Mittlerer Werüi Ton f (i) zwischen a nod b gleich ■ _ / f (i) 8 1. (9) 

Daraus folgt unmittelbar, dass die in (5) mit f [a + © (b — a)] bezeichnete 
Grosse geradezu dieser mittlere Werth von f (x) ist. 

Ehe wir weiter gehen, wollen wir eine zweite Erklämngsweise folgen 
lassen, die wir absichtlich ganz anabhängig von der obigen darstellen, da sie 
vorläufig anch übergangen, nach Bedürfniss aber auch an die Spitze gestellt 
werden kann. 

§• 40- 

Zweite ErUlningsweiie dei beBtiraioteii Integrals. 

I. Seyen a iinit b zwei bestimnite, endliche Grössen; f (x) eine Funktion von s, 

die fQr alle Werthe vod x. von a bis b, endlich bleibe; ferner ai, a,, . . . , a„ eine 

Beihe von Werthen zwischen a und b, so dass wenn b]>a, aucha,^a, a^^a,, 

. . . , a„ > a._i , b > a„ , uad wenn b < a , auch a, < a , a, < a, a„ < a._i, 

b <a„, dass milbin die DifferenzeD 
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•ämmtlieb daafielbe Zeioheo habeii, so beisBen vir die GrDage, der «ich 

(•,-.)fW + (.,-..)f(.,)+(.,-.,)f(.,) + .,. + (..-i.-i)l(>.-.)+(b-..)l>) w 

mehr und loebr nfihert, je kleiner die Differenzeii a,— o, Oj — &, , , . . , b — &„ werden, 
d. h. je mehr man Wertbe zwischen a und b einschiebt, das bestimmte Integral 
Ton f (x), genommen zwischen den GränEen a nnd b, und bezeichnen 

dieselbe durch / f (x) Bx, lo dotsals Erklärung dieses Zeichen« die Gleichung gilt: 

f{i)Bi = Gr[{a,-.)f(») + (a,-a,)t(«,) + (a,-a.)[(a,) + ... + (a.-«^.)V{«^i) 

-4-(b-a„)f(>.)]. (10) 

Was nun die GrOsse zweiter Seite in (10) anbelangt, so wird, da die Differenzen 
ai — A. Aj — Bi,..., b — ftn sftmmtlich dasselbe Zeichen haben, die Grosse 

(a.-»)f(a) + (.,-a,)f(«.}+...-t-(b-a.)f<«.) (a) 

ihrem absoluten Werthe nach (d. h. ohne Rücksicht auf da^ Zeichen) kleiner sejn, 
als di^enige GrOsae, die man erhält, wenn man für f (a), f (a,) . , . , f (a,J die grOsst« 
dieser Grössen setzt, nnd grosser als das, was man erhält, wenn man die kleinste 
setzt, Ist also f(a,) die grösste, f(a,) die kleinste der Grössen f (a), f(at), . . . , 
f (&■)> so liegt die Grosse (cc) immer zwischen 

{^-a)t(a.) + (a,-a,)f(a,)-f-.. -(-(a,-a,^,)'(».) + (b-a.)f(a.) = (b-«)f(»,)und 
(a,-a)f(a.) + (a,-a.)f(«.) + .-. + (a.-a^i)f(a.)+{b-a.)f(..) = (b-a)f(a.). 
so daas man also sagen kann, es se; dieselbe gleich einem Werthe zwischen (b — a) 
f (a ,) und (b — a) f (a, ). Oarans folgt, wie oben , dass / f (x) 8 x gleich (b — a) 

nraltiplizirt mit einem Werthe von f(x), fitr den x zwischen a und b Hegt. Be- 
zeichnen wir denselben durch a+9(b — a), wo© zwischen und 1 liegt, so 
ist also 

y^'(Wex={b-8)ft«+e(b-a)j. (6) 

I[. Es firagt sich nun vor Allem, ob die gewählte Einschiebungs weise der 
Wertbe a, , a^, - . ■, Si, die wir nach irgend einem Gesetze geschehen uns 
denken können, nicht tod Einfluss ist auf den Wertb des bestimmten Integrals 
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f (x) 8 X. Zu dem Ende wollen wir zunächst in 

(■,-ft)f (>) + (»,-a.)f(a.) -(-.,. + (a„-a._,)f(»i^i)-(-(b-Of(aJ («) 
zwischen a und a, , a, nnd a| , . . . weitere Grössen einschieben, und zwar zwischen 

a und a, die Grössen ß,, ß^ ßmi zwischen a, und a, die Grössen y,, y,,.., j,; 

; zwischen an und b die Grössen ^( , |, , .... £., so wird statt (a) jetzt 

erseheinen: 

(A-a)f(a)+{^,-|»,>t((»,H-.... + (l«„-i»__,)f(j»_,) + (a,-ft.)f(|j,^ , 



£.-a.)t(aJ-*-«,-i.)f«,) + .... + (J.-f^,>f(£...,) + ,b-f.)f«.>. / 

jenan wie oben wird man aber zeigen können, dass jede einzelne Zeile von («') 

n Zwischenwerth darzustellen ist und ^.war, Iwenn wir etwa uns denken, es 
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■eyeu schon an und fUr sich geDQgend viele Werthe a,, %,...., a, vorhuidea 

geweaeu] wird man die OrOBse (a') setzen köunea gleich 

(a,-a)t[iH-e.(a.-a)] + (a,^,)f[*. + e, (».-»,)]+. .. + {b-a.)f[a.+e.{b-aJ3, 

vo @, , . . , , @„ zwischen uod 1 liegen. Da aber ai — a, B] — a, , ' 

a. — a„_, immer kleiner werden, je grösser n ist, so wird man setzen können: 

t[a + e.{a,-a)] = t(a) + «,.tK^-e.{».-^)I = '(•.) + B. f[fc. + e{b-aj] , 

= t(a,) + .., . 
wo Eo, e, , , . . , «n mit ai — a, »j — a,, . . . , b — a. Terschwindend klein werden. 
Also ist (a') gleich 

K-a)[(a) + («,-a,)tt«.) + --.. + (l'-a.)'(»n) 
+ (».-») «o + (». -»,)«. + ---. + tb-».)ei.. 
d. h. die Dijferens zwischen dem Werthe Ton (ce) und dem von (a') ist 

(a.-aiso-+-(».-».)e. + ---- + 0>-aJ»... , ifi) 

Diese Grösse liegt aber zwischen (b — a)«, und (b — a)e,, wenn e, und «, die 
grösate und kleinste der Grössen f^, e^,..., c„ sind, und da mit wachsendem n diese 
Grössen immer mehr abnehmen, so wird also der WertJi von (ß) sich immer mehr 
der Mull nähern, so dass mit unendlichem n, d. h. wenn man zur Grftnze Übergeht, 
der Werth ran (a) und der von (a') einander gleich sind. Daraus folgt also, dass das 
Einschieben von weiteren 2wischenwerthen keinen EinÖuss auf den Werth des 
bestimmten Integrals hat. 

Aber auch eine ganz andere Einscbiebungsweise , als die anfänglich gewählte, 
hat keinen Einfluss. Denn sejen anfänglich eingeschoben. a| , . . . , a,; dann wieder 
einmal b, , . . . . , bm , wo natürlich schliesslich n und m unendlich gross sind, und 
auch Ton b, , ..., bn angenommen wird, dass b, — a, bj — b,, ..., b — b,„ 
Bftmmtlioh dasselbe Zeichen haben, so werden die Grenzen vOn 

(».^.)f<a) + (a,-a.)fK) + .,. + (b-aJf(a.) I 
und (bi — a)[(a) + {bj — bJf(b,)-(-... + (b — b„)t{bB) ( 

einander gleich sej^. Denn man denke sich zwischen a und b alle Grössen a,, . . . , 
ag, b, , ..., b„ in der gehörigen Ordnung eingeschoben, so wird diese neue Ein- 
theilung nothwendig in Bäzug auf Jede der durch (d) angegebenen Eintheilnngs- 
weisen eine solche seyn, die man erhalten hätte, wenn man in (fi) Zwischenwerthe 
eingeschoben hätte. Da nun, dem Obigen gemäss , der Gränz werth dieser neuen 
OrOsse derselbe ist, wie die Grilnzwerthe der beiden Grössen (6) , so müssen diese 
letzteren Gränzwerthe selbst einander gleich sejn. 

Wie man also auch in (10) die nach einander folgenden Zwi- 



(B) 



'f.' 



derselbe. 

III. W&hlen wir diese Zwischenwerthe nun so, dass sie alle gleich weit von 
linander abstehen, d. h. setzen wjr^ — —^^dz, so ist, wenn €fr sich auf ein unend- 
lich wachsendes n, also unendlich abnehmendes ^x bezieht, auch 

f(i)Bi = GrJi[f(a) + t(a + Ji + t(a + 2Ji) + ... + f(a + n— l^i)], (2)- 
m man a, =:a-l-i4x, a, =a-+-2iJx, . . . a„ = a+(n — l)/lx seist. 
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Man kann das oben Gesagi« auch Doch in etwas anderer Form ausspreeheD, 
waB fSr manche Änvendungen von grosser Wichtigkeit ist. Sind nämlich zwischen 
a und b die Weithe a^ , a^ , . . . a. eingeschoben , und man lässt n mehr und mehr 

gross werden, so werden die Differenzen a, — a, a, — a,, b — an immer 

kleiner und man wird also sagen dürfen, sie werden nnendlich klein (§. 11), statt 
EU sagen, man gehe zur Gränze über. Da die Grossen f(a), f(a,), ..., f(a„) 
■ämnitlich endlich vorausgesetzt wurden, so sind dann die Grossen (a, — a)f(a), 
(a, — ai)f(a,),. . . , (b — a.)f (a^) auch nnendlich klein, und bilden das, was man 
die Elemente des bestimmten Integrals nennt. Dasselbe ist somit gleich der 
Summe seiner unendlich vielen unendlich kleinen Elemente. Sobald man also 
irgendwo anf eine solche Sumfnation kommt, so hat man immer ein bestimmtes 
Integral zu ermitteln. 

IT. Et mag Tielleichl im Uaien Einsicht in das Wcien der letzten Augaba beitrage, 

venu «ir an einem Baispiele arilateiD , wie diess m rersteben igL GeEetit , ein Ktirptr 

Fig. 14. bavege sieb aaf der Geraden AM (Fig. 14) uod sej am Ende der 

_^ Zeit t nath M galaEgt; seine Geschwindigkeit In M sey — f (t) , so 

■" " ' dasB also dieselbe zu jeder Zait bekannt ist; man will irisaen, welchen 

Weg der Körper in der Zeit i, Ton Anhog an garacbnet , loiackgelegt habe , wenn die Be- 
wegong in A tngefangen hat. Sey c eine anendhch kleioe Zeit ^ ein Zeitelement, y die 
Geicbirindigkeit des Kttipers in M, gleich f(t), so ist der in der Zeit czurackgelegte Weg = Ti 
:=f(t)c, welcher Weg nun dos Element des ganien zurückgelegten Weges bildet. Tbeilc 
man also die Zelt i in nnendlich riele nnandlicb kleine (gleich grosse oder Terscbieden grosse) 
Zeiitheilcben t ab. so hat man fQr den Weg in Jedem dcisalben einen Anadrack wie den obigen, 
SD dais die Somme aller derselben, d. h. 

f(0)i + fWr + f(2i)t + .... + f(s-t)t 
der EnrQckgelegte Weg ist. Derselbe wird also gegeben seyn durch die Formel : 



Dass man dasselbe Beaoltat auch in der strengeren Form erbalten kabn, ist leicht zu 
ftbersehen. Man würde jetzt sagen, der in der Zeit i zurückgalegte Weg sey zwischen rx 
nnd (v + Ji)t enthalten, wenn jir die Zunahme der Geschwindigkeit witbiend dar Zeit tist. 
Er ist a]BO = (T + £)i, wo « eine GrUsse ist, die mit t lerscbwindel. Daraus folgt, dass der 
ganze Weg gleich 

wenn t„, t, , , Td die ßescbwindigkeiien in den Zeitmomenten 0,t,2i,.. sind. Diese 

Sninme ist gleich 

und bleibt, was anch t sey, dem Wege gleich. Llsst man aber t immer mehr abnehmen , so 

wird der erste Theil t,, « + ... + Tni als Grftnzwerth die Grosse / f6t= / t{t)8thaben, 

wahrend der zweite immer zwischen nre, und nTe, liegt, wo s, nnd e. wieder die giOssten 
und kleinsten der GrOssea «„ , . . . , a^ bazaicbnen. Da nc = z , und ze, , z «• gegen Nnll 
gehen, wenn t gegen Nnll gebt, so ist der aittnzwerth dieses zweiten Theilei Null. Daraus 
folgt dann wieder obige Gleichung. 

§■ 41. 

WerthermitUung eines bestimmten Integrals. 
I. AngeooinmeD, es sey F(x) das nach denMethodea des seelistenAb^ 
Echnitts ermittelte nnbestimmte iDtegral VoD f(z), sodass 

I Goc^lc 



WerthemiUlniig eines beiUiDiDt«n Integra]!. 



= /fCi^"* -■-- °^ W — 



F(i)=/f(i)BJ, 8lio:^=-f(i). 



Nach §. 16, I folgt bieraas, dass 

F(x + Ji)-F(i)^[f(T) + oIJi 
seyn wird, wo a mit dx gegen Null geht. Setzt man in dieser Gleichung, 
velche wesentlich voraussetzt, dass f (x) endlich sey, nach einander 

x = a, % + Jx, a + 2 Jx , b — z/x, so erhält man: 

r(a + Jx)-r{a) =t{a)Jn-o.Ji. 

F(tt + 2Ji) — F{a + Ji> =f(a+.4i)Ji + o,Ji. 
F(»4-3Jx) — r(a + 2 Ji) = f{ft + 2^1)^1 + 03^1, 



gibt: 
d.h. 



F(b) — F(b — Ji) =t(b"Jl)Ji + a, Ji, 

, a. mit ^z gegen Null geheij. Die Addition dieser Gleichung 

r(b)-F(a)=^i[f(a) + t(a + z(i) + ... + t(b-^»)l 
+ Ji(a,+aj + + «„) 



Ji[t(a) + f(a + Jx) + f<a + 2Ji) + .... + f(b — Ji)] 
= F(b)-F(a)-Ji[a, +«, + .... + «,]. 
Diese Gleichheit liefert sofort 
ÖrJi[t{a) + f(a + Ji) + .... + f{b~4K)J = ffrIr(b)-F(ft)-^i(<i,H 
d.h. nach §.39, (2): 



/: 



f(i)ei = ffr[F(b)---F(a)-JxCa. +... + , .. + «,)]. (a) 



Was nun die Grössen zweiter Seite betrifft, gö siod F(b), F(a) bestimmte 
Zahlen, die sich nicht ändern, ao dass sie selbst ihre Gränze sind. Für die 
abrigen Grössen besteht die Gleichung 

ör^l(a.+a, + ... + aO=0. (H) 

von der wir in ähnlichen Fällen noch häufig Gebranch machen werden. Der 
Beweis derselben ist bereits (§. 7, IV) geführt worden, mag aber doch noch- 
mals wiederholt werden. 

Ist a, die grösst4, a^ die kleinste der Zahlen u, , . . . , o!„, so ist immer 
■dsioi +0, +... +O11) «wischen aJxa, nnd n^iat, 
d. h. da n ^x i= b — a , es ist 

Ji(ai + Oj + ... + « J iwischen (b — a) n, nnd (b — a)oi. 
Da mit abnehmendem Jx. alle a, also auch a, und a« gegen Null gehen, 
mithin (b — a) a, und (b — a) u^ in derselben Lage sind, so ergibt sich nach 
§. 7, 1 sofort die Richtigkeit der Gleichung (1 1). 
Also endlich folgt aus (a) : 

y"fCi)8i = F{b)-F(a), iroF(i)=yf(i)Bi. (IZf 
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zwischen x nnd z ansdrttckt. Gesetzt nun, (p(x) wachse beständig oder 
nehme beständig ab von x = a bis x~b [g>'(x.) habe dasselbe Zeichen 
innerhalb dieser Gränzen], ao muss dasselbe auch mit z der Fall seyn, nnd 
es kann daber auch nur ein Werth von x ane der Gleichnng folgen, indem 
sonst zu zwei verschiedenen Werthen von x derselbe Werth von z , oder za 
zwei verschiedenen Werthen von z derselbe Werth von x gehören müsste, 
was unmöglich ist. Hat aber q> (s) zwischen x = a nnd x =: b Maxima oder 
Minima, so verhält sich die Sache freilich anders. Gesetzt es komme ein 
solcher Werth zwischen a nnd b vor fQr z = c , so wird von x == a bis x =: c 
der eine der Werthe In z, fttr X = c bis x = b der andere gelten , d. h. wenn 
füi: X = c : z = )-, so wird man von z = « bis z = 7 den einen Werth von x 
in z, von z ^ j* bis z = ^ den andern setzen. 'Welchen, wird man in jedem 
Falle leicht entscheiden. 

Man wird sich das hier Gesagte am Be- 
quemsten an einer Kurve zur Anschauung bringen -x 
(Fig. 15). Sey Ox Axe der x, Oz der z, ferner 
z t^ 9 (x) die Gleichung der Kurve, Oa 
Abszisse, die der unteren Gränze des Integrals 
(x = a) zugehört. Geht nun die obere Gränze 
des Integrals nicht über Ob hinaus, so wird i 
jedem Werthe von x auch ein einziger reeller Werth von z geliören und um- 
gekehrt, 60 dass für X aus z = 91 (x) auch nur ein einziger reoller Werth 
(innerhalb der betreffenden Gränzen) folgen kann. Liegt dagegen die'obere. 
Gränze des Integrals / f(x)dx zwischen Ob nnd Oc, so werden zu dem- 
selben Werthe von z mehrfach zwei verschiedene Werthe von x gehören, so 
dass jetzt oothwendig aus ^(x)=z zwei, aber auch nur zwei reelle Werthe 
von X in z folgen müssen; davon wird der eine von x = Oa bis x = Ob, 
der andere von x = Ob an gelten, d. h. von z = aA bis z = bB der eine, 
von z=hB an der andere. Liegt die obere Gränze des Integrals zwischen 
Oc und Od, so werden zn demselben z drei verschiedene Werthe von x 
gehören können, so dass also jetzt auch drei Werthe von x in z folgen müssen. 
Der eine gilt von x=:Oa bis x=Ob, d. h. von z=aA bis z— bB, der andere 
von x=Ob bisx^Oc, d. h.von z = bB bis z=cC, der dritte gilt von hier 
an. Wie man diese Betrachtung weiter verfolgen kann, ist leicht einzusehen. 
(Vergl. §.44.) ■ 

-. V. Da (§. 27) 
so ist auch 





Fig. 15. 
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worin durch (yz)„, der Werth von yz für x = b u. a.w. angedeutet wird. 
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^•TQ Du Integral/ H\eoii + htini)tx. m 

soll für z = Cd die Grösse x = 90 seyo, eo iddbs das obere Zeichen tielteo 
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x = n + o bis x = 2«, da daan «nife — x)>0; vod z = p bis X'=7r + p 
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Aher da ^ = V. BO ist f$. 15, I) Ja = yJx + u^x., wo Ora = 0: 
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176 QnadnUir «b«ner Kurten. 

Demnach, «ennmu iWtl a dia nsae TerSoderiiehe i einfOhnDod beachtet, da» wenn n^^f 
(wo n nobhwendig ein Stück MPQN'iBt) . d. h. wenn man lUtt MPQN di« ganze FlSohe HH' 
WN-nimmt. i = hiat,and»eiinQ— fl:i = a, so ist (g. 42, IV): 



=y['^8x=y}8.. (3-20.11). 

II. Will maa das FiftcheDStüi 
j. 17) nnd den zwei Kurven 
«achte mao, dass, wcdq a di 
y A and B .sind: 



^9- i^- II. Will man daa Fiächenstück zwischen MM', NN' 

X' y (Fig. 17) nnd den zwei Kurven MN, M'N', berechnen, 

/ ^•^^^p\- 80 beachte man, dass, wenn a nnd b die Abszissen von 



wo y nnd y^, als Fonktionen von x, die Ordinate» der ■ 
Enrven M'N', MN sind. Also ist 



MNN'M' = /^rei-/*'y.8i^Af-: 



Die Formel (b) setzt vorans, dass die begränzende Kurve die Absziesen- 
axe innerhalb der betrachteten Ansdehnung nicht durchschneide , da dann 
ohnehin die ursprüngliche Aufgabe nicht mehr gestellt werden könnte , wie 
z. B. in Fig. 7 (§. 24) man nicht fragen kann, welche Fläche zwischen C c und 
Gg liege. Femer haben wir die Ordinalen nur auf der positiven Seite der y 
angenommen; läge in Fig. 16 NN' auf der negativen Seite der y,' so wUrde 
man, da f immer nnr positiv ist, — y statt y in Rechnung -stellen. Wttrde 
in Fig. 17 die Kurve MN auf der Seite der negativen y liegen, so wttrde den- 
noch die Formel (c) gelten, da dann zwar AMNB = / (~yj)9xwäre, aber 
zu ABN'M' addirt werden mUsste. lu diesem Falle kann also ganz wohl 
MN die Abszissenaxe durchschneiden; die beiden Kurven selbst aber dttrfen 
eich nicht durcfascbneiden, oder aber wenn diess geschieht, so muss dann die 
Formel (c) nicht über den Durchschnittspunkt hinaas erstreckt werden. Jen- 
seits desselben wäre es nämlich wohl möglich, dass y, — y an die Steife von 
y — yi zu treten hätte, wenn dann die zweite Kurve über die erste zu 
stehen kommt. 

F^. la. in. Stellt man sich endlich die Aufgabe, die 

Fläche des Ausschnitts BOG (Fig. 18) zu berechnen, 
wenn die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ge- 
geben ist, so ist (§. 20, IV) filr BOM^n; ^— ir', 
_ w^nn (o den Winkel MOA , r den Fabrstrahl OM be- 
deutet, der eine Funktion von lo ist Sind also o>,, la, 
. die Werthe von BOA, CDA, so folgt hieraus wie in I: 




='/?' 



wobei voransgesetzt ist, dass mit wachsender Fläche auch m stetig wachse, 
so dass also Zurückbieguigen der Kurve innerhalb des betrachteten 



Anaschnitts niclit vorkommen dfirfen. (D. fa. also, «enn man anf der Karre 
voD B bis C fortgeht, ibass a> immer wachsen; im andern Falle wDrde man 
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-^^.(«»=^). 



•<"'=^) 



nnd die fragliche FUche alao 
Für die Fläche CHGF ist x,, = 



ab f . i^N ab ^ . i„N 

h -— uro I nn ^ -^ I =- ari: I *in ^ — I . 

2 V ay 2 V aJ 



■■ , also dieselbe 



2a 



-G-y 



Setzt a 



[ =:a, so erhält man die Fläche HCB, d. h. den vierten Theil 
ab» 
der elliptischen Fläche. Denelbe ist mithin -t~> so dass die ganze von der Ellipse 

umschlossene Fläche ^abn ist. Ist ÄH'B ein mit a um C beschriebener Halbkreis, 



so erhält man die Fläche DE'G'F, ivenn man I 
letzt. Daraus folgt unmittelbar, dass 

DEGF : DE'GF ^ 



dem Ausdrucke von DEGF b = 



IIL Nimmt man (Fig. 21) den einen Brenn- 
punkt der Ellipse S als Pol, SA als Polaraxs , so 
ist, wenn SM^r, ASM = <u, e = SC die Ent- 
fernung des Brennpunkts vom Mittelpunkt, die 
Folargleichung der Ellipse; 



roriu a und b dieselbe Bedeutung haben, wie in Nr. II. 

Ist also der Ausschnitt ASU, für den der Anfangswerth t 
rerth (ASM) = O), zu berechnen, so ist derselbe (§.45, ni): 



I 01 = 0, derEnd- 



1 f>f.^-^' f' 8" 



f '" 

/(a+ecMo.)' 



■<'^=VWyi')- 



Setzt man 09, =», so erhält man die. halbe elliptische Fläche = -5- . 

IV. 8ey C (Fig. 22) der Mittelpunkt einer Hjperbel, deren feelle HaJbaxe 
CA:=a, imaginäre=:b, deren Gleichung also b'x^ — a'j'=:a'b' ist, nnd 107 
CH =x, , so soll dos Flächenstück AMN berechnet werden. 
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yT<l-«««)r(l 
Aber (g. 34); 



Vi. SeyANB (Fig. 24) «ine Zykloide, deren Glei> 
ehnugen «iod x^t (<u — n'niu), 7^r (1 — eotio), 
UDd sej o>| der Werth tod iu, der dem Punkt N enl- 
spricbt, «o iat wenn AH := z, : 

AMK =f^ j 6 1 =f"j ^ 8 « «. 42, IV) = 



■)e»=v*'-2»»' 



t'«»i2«i 



Ist HN^jTi, so ist num. 



also die FLäohe AHN =2-r'<Ui—2r' 

= und es liegt o>( cwiiehen und n, wenn HN in der ent«D HAtfte der Zy- 
kloide, iwischen a und 2x, wenn HN in der zweiten Hälfte liegt. Für o>| ^n hat 

3 
man die hiübe Fläche der Zykloide ^-g" r*R, lo dKM die gante Fläohe AB£A ^ 

3 r» ff iat. 

S . 
DaÄC = rn', AD = CE = 2r, so ist ACED = 2r'ff, also da ACE = -5-r'ff, so 



ist A£D = v'^n, d. h. A£D 



rAEC. 



VII. Stelle ABC (Fig. 25) eine Lemnjscate Tor, 
jf deren PolBJgleicfauDg r*^a*«o« 2 a) ist, wenn Ader 
*" Fol , AB die Polaraxe und AB = a ist , so ist filr BAH 
m, , die Fläche des AnsschoitU 

BAU = ~J r'e» = -i- »y *M2«>6» = ^a»««2o,. 

Für iU| = -7- bat man die Fläche Qber AB:=-7-a*, so dass die gante Ton der 

Lenmiaeate umschlossene (EWeitheilige) Fläche = a' ist. 

VUI. Sey BCB'C'B dieEvolute einsr Ellipse (flg. 26), 
JPiff- 36. 1 . 

/" ai V /" by ~\' 
deren Gleichung also I , , ( + C - ,_ , 1=1 ist, 

*'— b' a'— b' 

— — , AC = — r — , so ist , wenn 




also filr AM = x, , die Fläche 
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Die Simpioü'scbe Nlheningsftnnel. 

^M„'^-4|:s^-b{I„+h)^-c(I„+^.)'I+a^-b{I„+2b)+c(»,+2b)*} 
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OP = x. die Länge ^ 
(§.20,111): 



iiKQ = 



noria das obere Zeichen gilt, wenn 8 wächst mit 
wachsendem x, das untere im entgegengesetzteo 
Falle. Daraaa folgt , das8 ftlr VP- = Jx, QQ' = 
Js, man habe: 



^V'-m^ 



aAi. 



worin a unendlich abnimmt mit unendlich abnehmendem äx. Gesetzt nun, 
wie iu unserer Figur, es wachse der zu berechnende Bogen in seiner ganzen 
Ausdehnung mit wachsendem x, so folgt hieraus ganz wie in §. 45, dass die 
Länge von NN' gleich sey der Gränze, der sich die Summe der.Wertbe, die 

man erhält, wenn man in y '+(b^) ^^ der Grösse x alle Wertho von 
x = a biü zu x=:b beilegt, mit unendlich abnehmendem Jx. nähert, wo also 
Jx. der Unterschied der auf einander folgenden Werthe von z ist. Daraus 
ergibt sich unmittelbar , dass 

Dieielbe Fonn«! llut Bioh ebenfall« in folgender Weise finden. El iit, wenn Bogen 



=/••■• 



a man die Ve runde rliobe x einfuhrt, wo dann - 



'V^<& 



=/.VKiiy' 



indem für s^O Buoh x=;a, fltr ■ = o.'z = b Isl. 

Wurde der Bogen abnehmen mit wachseudem x (wenn man z. B. seinen 
Anfangspunlit in N' gewählt hätte) , so wäre 



IL Würde innerhalb der Gränzen des Integrals 
der Bogen bald wachsen mit wachsendem x, bald ab- 
nehmen, so werden diese Formeln nicht, mehr gelten 
und man miisste den ganzen Bogen in einzelne Theile 
abtrennen. So z.B. Fig. 30, wenn.Oa = a, Ob = j?, 
c l iT ~ Oc = y, Od = Ä,'wäie; 

-=/!VKl0"'-- B....c=-/;/KlO"'- 
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-y:\A^'' 



wobei jeweils fOr y diejenige FiiDktioD von x za wählen w&re, die dem be- 
treffenden BogeoBtQck entspricht. 

III. Wollte man für Polarkoordinaten die betreffende Formel herstellen, 
so wftre y=T ainoi, x=rco«io, so dass wenn r als Funktion von a, gegeben 
durch die Polargleichnng der Enrve, angesehen wird, iet (§. 21, IV): 

8t S» 8x er , B; 8r , 



Also wenn «,, to, die Werthe von w sind, die den Endpunkten entsprechen 
und der Bogen nur wächst mit wachsendem tb (§.42, IV}, dieser Bogen = 

Wir wollen nnn diese Formela ebenfalls anf einige Beispiele anwenden. 



* Streng geDommea lollla man hier die FSlIe Qntanelieid«ii , ää, : — poiitiT odar n^atiT 

Allehi wenn r— «CO, u ulimnt s ab mit vanhiMdmi a (S- 20, 1)i «etitmu »b«r totui, m 
«Mlue der Bogen ■ mit waduandem a, u iit — >0, alto — = — <;0, wie lulilriiclh 






da jetit ( vlchst mit abnehnieiidem s. Demnaeli 

btOx 

6iB« 

So lange »Im > ySchit mit waetuendam • gilt die Formel S~ = V ( ä~ ) "*■ l »i J ' 
•lio and) die Formel dei Texte« , in der natüriieii a, > ag uyn mnat. Aahnllche Betraeli- 
toBgea warden in allen künftigen IlmlieliflD FJUien mMUigebend ie7n. 



Aahnlkhe Betraeli- 

.,qm7c=bvG00<^lc 
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§.48. 

BelBpi«le zu g. 47. 
1. Man soliden ParabetlMgen AN (Fig. 23) berodmen, w«nD AH z=zi. 

H,.r ..i j- = 2pi, J5^ = P, 5i = y V' + lnj- — T 

V2pi + p' _../ 2i + p 



VW' 



_ ! __£_ 8i 2tp 

_z , 3_ ^,_2. gj (e'-2)' 



yy?iU:f,.=_2py'jpijpB.=-^y[^j-ji^-^.=j-^+— j,— . 

-^ V2(,'-V2) ]"»-^' 



V2 \j — VzJJ i'— 2^2/2 V2 — V2^ 2x + 



p/^ 



2V2 
mitbin 



V/"-^" v=y '^"*^'"'*2V2\wT2;-V2-i^ 

Wie man NQ(=AQ — AN) hieraus flodeii kann, ist wohl klw. 

8y 



II. Für den ZytloidenbogeD AN (Fig. 24) ist (§. 46, TI) ; 



(§. 21) : 



• Man d»rf nur dann t.Yb = Yi'h setzen, wenn b poaitit ist; fOr a < i«t 
aV> = — V»^- In unse/oni Falle ist aber r-^>0, da i wttchtt mit a. (g.20,1); also ist 



/-G-9T:=/(F:)'[-o> 



lAjOOi^lC 



»Google 




188 lab 

Fig. 31. seyen N,N' zwei benachbarte Punkte des Bo- 

gen» BD, ON der Erümmangsbalbmesser 
(§. 56, III) fUr BD im Pankte N. Sey also 
OM = e , mithin ON = g + a, so ist, da MM' 
als Ereisbogen vom Halbmesser q und dem 
Winkel MOM' = du angesehea werden kann: 

and da, wenn m der Winkel ist, den OM mit 
der ersten Normale AE macht, m-^dia, wie 
man sich leicht fiberzengt, der Winkel seyn wird, den OM' mit AD macht, 
so folgt hieraus, d&ss wenn to, der Winkel AEG der ersten nnd letzten Nor- 
male (AE nod CE) ist, man babeo werde (vorausgesetzt, dass der Bogen 
immer wachse mit wachsendem <u) : 

/*•> /r«>i r«^ /••>■ 

AC = / tb*,,ßD = l (p + a)S»=/ e^» + */ Ss = AC + aB,. 

Nnn ist a», die Lfinge eines mit dem Halbmesser GF = a zwischen den 
Seiten des Winkels AEC beschriebenen Kreisbogens FG, so dass also 
BD = äC4-CG. 

Der Kreisausschnitt MOM' ist eben so -^Q*d<a, KOTü' =■ ■^(^+a.yd», 
also NMM'N' = NON' - MOM' = ' 
mitbin ist die Flache des Streifens 



r [2ap + a:*]da> = AQdw + -^ dio. 



= 1 1^8»+ / *y8»=»/ Qb. 



und da nun —^ die Fläche des Aasschnitts EFG ist, so bat man 

ABDC = a.AC + DFO, 
WO a. AC das Rechteck ist, das dber der Grandlinie AC mit der Höhe a er- 
richtet ist. 



Inhalte Ton BotatJoDskOipem and RMatiomfliahen. 

I. Dreht sich die Linie NN' (Fig. 32) um dieAxe der x, so erzeugt 
die Fläche MM'NN' einen KSrper, dessen Inhalt man nach §. 20, Y, 
in geoan derselben Weise, wie in §. 45 finden 
wird gleich 



Fig. 32. 



Cji 



•/> 



wena a und b die Abszissen von N and N' (d. h. 
OM nnd OM') und y (als Funktion von x) die 
Ordinate der Knrve NN' ist 



Goo'^lc 



189 
IL GftDZ eben so ist die ron NN' erzeogte Flftohe, gemäss §. 20, VI: 

wobei wir voraaBsetzen wollen, dass der Bogen NN' imnier wachse mit 
wachsendem x. * 

OL Will man die in §. 47, III gebrauchten Polarkoordinaten (x=reo«io, 
y = trin(0) anwenden, immerhin aber den durch MHiCNN' (Fig. 32) ent- 
standenen Körper oder die durch NN' entstandene Fläche berechnen, so wh^ 
man am besten auf §. 20 znrfickgehen , wo in der dortigen Y und VI jetzt : 

Ob Oodib f VöiyoiB 

wenn y ]> und t- , ^ positiv gedacht sind. Demnach ist 
Bt , . , 8(r«wo) , . , ,■ er . - 



"V(L')-(H)"=--Y'--(Ö" 



wenn fBr die letzte Formel vorausgesetzt wird, ee wachse z mit u, wobei 
auch r nnai immer > ge^n mnsg. Daraas ergibt sich dann, statt der 
Formel in I : 



•/!!'■■*•■ 



»(cof« : t*MB)e 



WO r ans der Polargleichung der Kurve zu ziehen ist. Dabei mnss , wenn 
«D, >a>o, der Ausdruck anter dem Integralzeichen innerhalb der ganzen Aus- 
dehnung des Integrals positiv seya; negativ dagegen, wenn a>i <«Do. 
FSr die Formel in II ergibt sieb eben so 



^•/T'-^-V^rl)'' 



wor«n<D>0 ando), >o»a seynmnss. Fflrtu, <m, hfittemandas - 
vorzusetzen. 



* DlflM Bediegntie Ist nnerilulieh, wenn obige Formeln gelten lolleu. SIb Mtit Toraiu, 
daub — a^Owr, and dua 7 podtlT geDonunen werde, »m Immer genügend leyn wird. 
F6r deo F^ll der Fignr 30 (S- 47) vflide mtui tm Bareobnnng dei nn AD entatandeneD 
KOrpen oder der eDtstandeiien ObetOBche die Formeln 

hslM°> «0 Ti> T>> 7i die Ordinatan RIt die StQoke AB, CB. CD *ind. Wie man in udmi 
FSUen KU vetftfarea hitt«, wird an* dieiem Beispiele kltr genug herrtngdMii. 



Drebong nm.putIMe Axeo. 



IV. Dreht «ich die Figur MM'N'N (Fig. IT id §. 45) um die Axe der x, 
so ist der eDtstaDdene Rotationskörper seinem iahalte nach (§. 45, II) : 



^/y'-^fy-'f. 



(y»-y.')Bi, 



wobei jedoch wesentlich vüraasgesetzt ist, dass die beiden Kurven auf der- 
selben Seite der Abszissenaxe liegen. Im andern Falle würde + an die 
Stelle von — treten, wenn man dann überhaupt noch nach dem Inhalte 
fragen will. 

F^.33. V. Gesetzt die Fläche MNN'M' (Fig. 33) 

rotire nm die Axe OB, so ist der lahalt des er- 
zeugten Körpers gleich 




"/>*■ 



■r.')8: 



wobei OB als Abszissenaxe angenommen ist; ydie 
Ordinateo der Kurve NN', j, die von MM' be- 
deuten , und CA =; a , OB = b ist 
Rotirt nun ab^r dieselbe Fläche um die Axe O'B', die parallel mit OB 
in der Entfernung 00'=m gezogen ist, so dass OB zwischen 06' und der 
Fl&che MNN'M' liegt (wobei keine der beiden Axen diese Fläche schneidet), 
so ist der Inhalt des entstandenen Körpers eben so : 



•/: 



[(T+«)'-(r,- 



n.)']6x 



-«yV-n')Bn-2^.,y^ 



(y-r.)Bx. 



Heisst also K der Eörperinhalt des durch Umdrehung nm OB entstan- 
denen Körpers, K' der Inhalt des Körpers, der bei derDrehnog um OB' ent- 
steht; istfemerFdieFläehederFigur, dieDach§.45,IIgleich/ (y— y,)9x 

ist , so bat man : 

K' = K + 2niitF, 

mittelst welches Satzes man leicht den einen Körper ans dem andern be- 
rechnen kann. 

VI. Dreht sich die Kurve NN' (Fig. 33) um die Axe OB, so ist nach II 
der Inhalt der erzeugten Oberfiäche = 2n f y y | 4. (^^ ^^i wobei die 
Bedeutung der einzelnen G-rässen aus II klar ist. 

Dreht sich nun dieselbe Kurve um die Axe O'B', die parallel mit OB 
in der Entfernnog 00' = m gezogen ist, so dass OB zwischen O'B' und der 
Kurve liegt, so erhält mau den Inhalt der entstandenen Rotationsfläche,, 
wenn man in der vorgehenden Formel y -I- m für y setzt. Dadurch wird sie 

Verglichen mit §. 47, 1 folgt hieraus nachstehender Satz ; 

b Google 
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Du hier rorkommende Integral wird nMh §. 33 beitimnit, and maii findet : 
AUo ist die Fläche = 

Fflr Zi = ft erh&lt man die halbe BotatiooBflSehe , und da dann a' + j3' S| * = 
a' + b' — a' = b* , so ist dieaelbe =: 

iL Der Zykloid enbocren AN drehe üoh am AB (Fiff. 24). AUdann i«t (§. 48, II) : 

/'VKlÖ''-=/'VO'-(B)'-=-/-f <'-"■>- 

und wenn man hier a^2ip setzt: 

also die Ton AN enengte HAohe, wenn m, der in N gehörige' Werth tou <d ist: 

32t'« 
Für i»t = tr bat man die ron AE erien^ Fliehe = — „ -■■ , also die Ton &IB 

64r*« 
ersengte = — ö — ■ 

Für den durch Rotation von ANM erzeugten KOrper findet man eben >o : 



•*/ (1— *«•>)• e«=t'«r« 



«oje)*e*=i'«la, — SfMs, 



84intt,e(Xa, 3 nna, 



-_«-«.J = r'-[^-.--««.. + ^-^^ 'a 'J - 

B erzeujften ] 

b/Goot^lc 



Für C0( =» erhält duui den darch Rotation Ton ACE um AB erzeujrten EOrper 
= — 2 — ■ *'•" *'•' ^'**' AEB eraeugte EOrper^Sr'if*. . 
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m. Der Kreis FE (Fig. 34) dreht aioh um die Gerade AB. , J^- ^*- 

die aosterbalb desselbeti lirgt; mui soU den Korperinhalt ' 
finden, den derselbe besobreibt, sowie den Inhalt der Ober- 
flfiche, die ran dem Kreisumfonge erzeugt wird. 

Sej C der Hittelpunkt des Kreises, CA aeukrecht auf 
AB und die Länge von CA=:&, r der HaJbmeBser des Kreises. 
W&hlen wir A als An&Qgspuiikt der Koordinaten , AB aU 
Abszisseuaxe (was wir müssen, da die Rotatioosaxe immer 
AbsuMenaxe seyn mnss), so ist die Gleichung des Kreises: 

-Von den zwei Zeichen g^lt das obere für die Hälfte DED', das untere flirDFD', 
wenn DD' parallel mit AB gesogen ist. Man muss also diese beiden Halbkreise 
nun scheiden . 




a) Halbkreis D£D':r = 



i ey_ 



*?--G^)"=-^ 



Die Gränzen des Integrals sind — CD' und 4- CD, d, b. — r und -t- r, 
also der Inhalt des von der Fläche ODED'G' erzeugten Körpers = 

*/"(! + V^^^^'e» = «y*"(a' + 2a\^r'5=r+ r' - 1') Bi, 
und die TOn DED' erceugte Oberfläobe = 

2.y"(.+Vr1=?)"/;i^,»«=2r«y*'(-^=^+l)«. 
ist 

b) HUbkni. DrD';r = .-Vi"-i'. ^=r^i=ä, ' + (j|)'=?=r. 
mithin ist der Inlialt des tod äet Fläche GDFD'G' eraengten Körpers = 
.y"<.-V^'=^"»- = «/'"(«'-2s-Vr"!=?+,'— ■)8,. 
UDd der Inhalt der von DFD' erzeugten Fläche = 



Hieraus ergibt sich 
Inhalt des tod DFD'ED 






KOipars = * / {a*+2a Vr 
« /*'{«'-2aV7Cir'+r'-i^6i==ii/'"4«V"^^^^8« = *a«/^V'*-»^'e» 
= 4«^'{«.46,U) = 2»r'«"'. 
Inhalt d«r ram Kreis erzeugten n»«he = 2risA (• t-ljfli-t- 

r«/*T-~=-l)ei=2r«/*'-i4=,8^=*""/ TT^^'^*"*'^^^ 
Uienfsr, Dlim«(i*]-i. UMfnl-KHliiuf. 1. AifL 13, - \ ^ 1 1 -. 



194 



Inhftlt tbMi FAiie«. 



WW»!=T, 



, 10 lat QQ' TADgtnU m deo Krela, ocd 
n Mine Tangente lotirt : 

Inlialt des eatstand eilen KOipera = 
, der „ Fische = 

Da der Inhalt des KjelBeB = t'A, sein Cmfiuig = 2r>(. to 
faienos: 

Inhalt derKOrpen durch Rotation um GG' ^ 2 r' n* - 
, derFUdie , ... =4rjr'- 



n sieh nach §. 4S. V und VI 



-r'«2(a — r)ir=2»r' 
2r«Z{a — r)ir = 4aT7 



Wien 



IV. Se; DEF (Fig. 35) eine Kurve, deren Gleichung 
j = Ä + Bs + Cx'(§.46,IX). und aeyAB=BC=li, AD 
= CF = a, BE = b(b>a), wobei B der An Fangapunkt der 
rechtwinkligen Koordinaten, BC die Abszissenoxe ist. Der 
TOD dieser Kurre bei ihrer Drehung um AC beschriebene 
KOrper stellt alsdann ein gewehnliches Fass Tor, in dem a 
der Halbmesser des Bodens, b die halbe Spunt«nliefa nnd 2 b 
die Hohe ist. 



Da die Kurve durch D, £, F geben 

a = A — Bh+Ch',b 

b- 

BBjm, woraus A=b, B = 0, C^ r 



.oU,s. 



- folgt, so dass die Gleiehuug der Kurve ist : 



Der Inhalt des von der Fläche ADFC beschriebenen Körpers ist also 



-/: 



Wie man leicht sieht, folgt hieraus die Regel: „Der Kubikinhalt eines Faues 
ist gleich -Q- des Aber dem Boden errichteten Zylinders, dazu addirt-^ des aber dem 



Schnitte durch die Fassmitte errichteten, und v 



■I Summe subtrahirt ir. 



. Zy- 



linders , dessen Grundflftche den Dotersohied der Durchmesser der genannten beiden 
Zylinder zum Durchmesser hat, wenn alle diese Zylinder dieselbe HOhe wie das 
Fass haben." 

'Lambert in Beineü „Baitrlgen" I, 8. 226, §. 21 beachtet nnr die Evei ersten Glieder 
dieser Fonnel. Letitne selbst rührt van Grnntrl hei. der in seinem „Archiv" XX, 8. 313 
sie auch noch ans der Annahme gefunden , DF sey ein KreUbogsD. 

V. Der Kreis GEG' rotirt um die Aze AB, die 
ihn durchschneidet; man soll den Inhalt des von GEG' 
erseugten KOrpers und Oberfläche berechnen (Fig. 36). 
Sey wieder CA senkrecht anf AB, CA=a, i der 
Halbmesser des Kreises, AB Axe der x, A Anfangs- 
punkt, so ist die Gleichung des, Kreises: (y — a)'-l- 
x'^r', y = a+yr*— i', wo das obere Zeichen fBr 
FEF, das untere fUr FG und VQ' gut, weno F'F 



n. 


36. 


/^ 


^N 




\ 


ys)^' 


i J 
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196 Beispiele. 

TL Dnht lioh die Lenuiscate (Fig. 25, S. 180) nm die Axe AB, so ist der durch 
iUtation TOD AMB entsteKende KOrperinhalt , da jetzt r*^a'eos2iu, r^^ — 
a*«in3o>, and die BediDgimgea in §.49, Hl erfüllt siad: 

« Ä 

y V e<M 2 » / 

n 
»•* /'*(8ji'a*a~4nn<o)ntii>V'<"»2iBBB (§. 5, IV). 

Da «m2<u^ 1 — 2«in'a>, so setze man I — 2 sin'' (0=^z\ wo die Giftnzen ron z seyn 
werden; ],0; und hat — 4mniacotoii^^=2i, tinmä~^ — „ ot^ ^' \f ^^^T^ 
» = — 5 — , 90 doea der Inlialt ^ 



VTf? 2W. VJT? »— i?2'"+''^>— iJ' 

d. li. der durah RolatJon der ganzen Lemniacate entstandene Körper hat zamlnhaUe: 

TU. Sey T:=aVe(i#<i) die PolargleiohuDg einer Knrre, wo n eine pasitiva 
gnnze Zahl und a > ist, Bo wird w nur Yon bis -^^ (und bis — -^) gehen 

können , ,da «niat Veoa o) negatir oder imaginär wäre. 

Demnach ist der durch Rotation dieser Knrre um ihre Axe entstandene KBrper- 
- inhalt -gleich 

— ■ / T'«M'B(«01aT T«^»)S« 

=^i( / a'eof 'aiMt'«! — ecumtoi' otma+aeoi"«««!* \im 

5 » * 1 

= »'« / eo('a«üi*«r hl Jee) = i' «/ ao«" ib»w'«8o. 

Aus §. 34 Formel (b) folgt aber 

/T - 2d /*T i- ' 

I, Goot^lc 
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Ferner (§. 28) 

/* — a "-^ f* — D 

1 coi'fHtta^ia^ -e6t ' a, I eot'aiinm^ti^ —-z; 

J n + O /o D + 3 



ov Google 



Sey nun QN = 



itNM = 



1 dos« also 



die H&lbaxen der Ellipse KP bekannt Biod. Die Fläche derselben ist (§. 46, II) also 

T lt. Denkt maD sich nun eine zweite Lage der beweglichen Ellipse in der 

Entfernung x + ^x von AB, so wird man das zwischen den beiden Ebenen liegende 
KOrperstück mehr und mehr (d. h. mit abnehmeadem idx) als einen 2yiinder an- 



sehen können, dessen Inhalt also = 



«b(e'-i') 



n Ji. 



I dass der Inhalt dea 



Der Inhalt des ganzen Körpers ist aUo -ö~ a b c tt . 

1[. In dem Eckpunkte C des Dreiecks ABC (Fig. 38) sey 
eine Senkrechte CD auf die Ebene des Dreiecks errichtet. In 
der Ebene ACD ziehe man eine Tiertelsellipse, deren Balb- 
axen AC und CD sejen, eben so in der Ebene BCD eine, deren 
Halbaxen BC und CD sind; endlich lasse man eine Gerade 
parallel mit AB sich so bewegen, dass ihre Endpunkte immer 
in den Ellipsen AD, BD sich befinden, so beschreibt sie die 
Oberfläche dts elliptischen KlostergewOlbes. 

Durch den Funkt c der Geraden CD lege man die Ebene 
acb parallel ACB, so ist ab eine der Lagen der ersengenden 

Geraden und das Dreieck abc ist ähnlich ACB. Ist nun /i die Fläche des Dreiecks 

ABC, ö die Ten abe, so hat man 




AC 



. & = z 



AC 



hat man, wenn CD^fa, Cc^ 



Legt man einen zweiten Schnitt parallel acb und in der Entfernung dx ron 
demselben, so wird man, bei '•unendlich kleinem dz. das zwischenliegende Körper- 

Stack als prismatiseh, Tom Inhalte ( l — r^J J.dx ansehen kOnoe 
der Inhalt des KOrpers ABCD = 



, so dass also 



v:o-s)»^ 



=j(h- 



rW- 



■.ABC.CD., 



Will man den Inhalt der Fläche ABD haben, so rerfilhrt man in Khnlichcr 
Weise. Das zwischen dea zwei parallelen Schnitten gelegene Flftchen^tüokchen 
kann als ein ebenes Parallelegramm angesehen werden, dessen Qrnndlinie ab und 
dessen Höhe die (auf der Fliehe gemessene) Entfernung der beiden Parallelen ist. 
Um nun letztere zu finden,, wollen wir durch die auf AB senkrecht stehende Gerade 
CE und durch CD eine Ebene legen, welche die Flache In DE schneiden soll; diese 
Kurre DE wird nun auf a b , so wie auf allen mit AB parallelen Geraden senkrecht 
stehen. Was dieselbe anbelangt, so ist sie eine Ellipse. Denn es ist,- wenn ec 
parallel EC : 



Goo'^lc 
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200 Wenn d«r Schnittinbalt = A + B i + Ci' + O i*. . 

Hat Duu eiae abgekürzt« Pyramide dieser Art und ist g deren obere Fläche, h 
die Hohe , z die (unbekajiDte) EntferunDg der oberen Fl&che tod der Spitze, so ist 

also die abgekOrtte Pyramide; 

Um diese Resultate zu eriialten bedarf es der Annahme, es seyen die paraüefen 
Schnitte ähnlich, nicht, sondern es genügt, dass die flächen der parallelen Schnitte 
sieh Terbolten, wie ihre Entfernungen ron der Spitze der Pyramide. 

IV. Gesetzt ein Körper sey so beschaffen, dass wenn man (ebene) 
Schnitte* dnrch denselben, parallel einer festen Ebene, legt, die Fläche eines 
solchen Schnitts, der in dem Abstand z von der festen Ebene sich befindet, 
durch den Ausdrack A + Bx + Cx' + Dx' gegeben sey, wo A, B, 0, D von 
X nicht abhängen, so ist der Inhalt eines StQck des Körpers > das zwischen 
zwei mit der festen Ebene parallelen Schnitten liegt, die in den Entfernungen 
a und b (b > a) von derselben gezogen sind, gleich 



/: 



(A + Bi + Ci' + Di')Bi 



Sey onn F| der Inhalt des Schnitts in der Entfernung a (Grundfläche), F, 
der Inhalt des Schnitts in der Entfernung b (obere Fläche), F, der Inhalt 
des Schnitts in der Entferonng J (a + b), d.h. des Schnitts in der Mitte 
zwischen beiden, so iat, wenn man b — a=:2h, alsob = a + 2b, }(*+'') 
= a + h setzt, in §.46, XI fürx„ bloss a, för y,, y,, y, aberF,, F,, F, zu 
setzen; demnach 



/: 



(A + Bi + 0i' + Di'>ei=-^{F,+4r,H-F,). 



Ist also h die Höhe eines von parallelen Grundflächen begränzten 
Körpers, sind femer die mit diesen Grandflächen parallel geführten Schnitte 
so beschaffen, dass die Flächen derselben durch A + Bx+Cx' + Dx' 
gegeben sind, wo A, B, C, D Konstanten und x der Abstand eines Schnitts 
von der Giundfläche (ullgemeia von einer mit der Grundfläche parallelen 
festen Ebene), so ist der Inhalt desselben 

|{g+4). + G). 

wo g, G die Inhalte der beiden Grundflächen, y die Fläche des Mittelschnitts 
(in der halben Hübe durch den Körper gelegten Schnittes) ist. 

Hieher gebaren die B&mmtlichen Körper, welche die elementare Stereometiie 
betrachtet, so wie die so genannten Obelisken ; * die in I — lU hier betrachteten werden 



' Man pflegt unter Obelisk einen Ktirper zu 'vsritehen , deEsen Db«re und untere Ftldio 

I God'^lc 



eben&lh nach denelben Formel berechnet werdeo kOnuea, eben so eine Hen^ 
Rotationskörper u. i. ir. — Da» einige der Konstanten A, B, C, D anoh Null teyn 
können, rerateht sieb von selbst. 

V. Diese Formel lässt Bich zur Aufstellnng einer Näheruagsformei be- 
nutzen. Gesetzt nämlich, man habe einen von zwei parallelen Flächen be- 
gränzten Körper, dessen Hche^=h sey; man theile letztere in 2n gleiche 
Theile and mache in den Theilpnnkten Schnitte dnrch den Körper parallel 
mit den Grundflächen. Die Flächeninhalte dieser Schnitte eejea : 



Alsdann wird man das Körperstäck , das zwischen den Flächen g and 
Yt' Yi' •■•■'• /]>-* *"'^ ^ Ii6gt, desto genauer als einen Körper ansehen 
können, der nach obiger Formel berechaet wird, je grösser 2n ist. Daraus 
ergibt sich dann wie in §, 46, X als sehr genäherten Inhalt des Körpers: 

^ fc + Q + 4(7, + y, + ■ . . + n.-i) + 2 (y. + Vi + ■ ■ ■ + 7i.-i)]- 
AllgsmelDeT Aa«dni^ 

VI. Unter Beachtung von §.3d, IV kann man den Inhalt eines hier 
überhaupt betrachteten Körpers gleich setzen ' dem eines 
Prisma's von derselben Höhe mit dem KSrper, dessen Grund- 
fläche aber der mittlere Werth aller Schnitte ist. — Dieser Aus- 
druck eignet sich für alle Hctationskörper , die ohnehin sämmtlich hieber 
gehören, und ersetzt §.49, VII. 



parsllel« (ftber oicbt nothweudig OhDlldn) Tieleck« Ton gleicher SeitensuEahl und deuen 
Seitenf Sehen (abeoe) Paralleltrapeze lind. Dsbei kOnnen aogar einzelne Seiten dar puftllelen 
Fliehen in Mnll geworden seTO, bo iatt die betreffenden SeltenfiScben Dreiedce «ind. 

Die bekannteite Form i>t der Ponton, deuen obere and untere FlScbe Beobtecke aind. 
Sind A, B die iwei TerachledeDen Seiten des nntem Reebte^sj a, b die mit ihnen parallelen 
desobern; ioiatO==AB, g^ab. Der Uittelielmitt iit gleicb&lls ein Rechteck, deasen 

Seiten J (A + «) , i (B + b) lind , ao düs deiten Fliehe = ~ Ut. Nach der an- 

gelBhrten Fonnel iit also der Inhalt das Pontons: 

|:aB + (ä + 8) (B + b) + «b]^, 
wo h die Höbe desselben bedentet. 

Man Tcrglelcbe hiemic meine «ebene Polygonometrie" 8. GS, Note. Uie dort gelBste 
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202 -nieoNinc Ton Tajlor mid UmeUoiin, m«bM daran Anvendmigeo. 

Neunter Abschnitt. 

Die Theoreme von Taylor und Maolanrin, nebst deren 
Auwendangen. 

§. 52. 

Taylor'! und HMlaorin'* SlUe. 
I. Es ist identisch (§. 26) 

Setzen wir hier (§. 28) X ^ a + li — z, wo a und b Konstanten siad, so ist 
||=-1, also 

so dass anch 

— /t'(a-Hh — i)a« = f(» + h-i) + C, 

/f'(a + h-ii>8i = -f(a + b-E)-C. 

Dabei ist aber f (a + h — z) nicht etwa der Differentialqnotient von 
f (a + h — z) nach z, sondern der von f (s) nach x, wenn x schliesslich durch 
a + h — z ersetzt wird. Natürlich ist eben so 

^(a+h — i)ei = -f(H-h-i)-C. 

worin f (a + h — x) = ■ „ , wenn nach der DifTerenttation u = a + h — x 
gesetzt wird. Ans dieser Gleichung folgt (§.41) 

/V(a)ei=-f(a) + f(a+h) = ((n-h)-f(.), 



f((H-b)-t<a)=y^f(n)ei, 



(a) 



WO n = a-Hh — X endgiitig zu setzen ist. 

Auf das Integral der zweiten Seite der Gleichung (a) wollen wir die 
Formel der theilweisen Integration (§. 27) anwenden. Wir setzen dabei 

■,=r» Ü=!||l)5l=_f.,.,(ä.i3). 

. i),„röb,Gqoi^lc 
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• SM*. lUMglM. 


Daraas also 










«• 


+ V 


= fW + - 


T'<"-^rii"<"-rX3'" 






■^1.2.. 


- f (!) + /*x~i~^^*' *"* *' 



(1) 

Diese Formel bildet den Taylor'sebea Satz. Sie setst voraas, dass 
für alle angewaodtea bestimmteil Integrale die Grössea unter dem lotegral- 
zeichen ianerhalb der IntegratioDsgränzen endlich sind (§.39, T, §.41, 1), 
dass alßo 

r(n). f'(n) f*'(n), <a = a + h-l) 

von X = bis X = b , d. b. von u=a + h bis u = a eadlich seyen. Mach 
§.10 8ind.aberf"(ü), f°"'(u), ..,, PCn) stetig (also endlicb) wenn f"*'(a) 
endlich isti-so dass diese letzte Bedingung genilgL 

Setzt man in der Formel (l) a = 0, sohlst sie 

r(h)=f(o)+Ar(o) + ^p(0)+...+-j-|^f>(o)+y^Yr:^f+'(T)ex,T=h-s. 

oder wenn wir a statt h schreiben: 



f(a)=f(0)+if(0)+j^j^f(0)+.... + ^-|^f(0)+y]'j-i 



^'{t)8i, 



wov = a — X. Diess ist Maclaurin's Sats. Er verlangt, dass f"*' (v) 
endlich sey von v = bjs v = a, wobei bekanntlich f (0) den Werth von 
1' (v) für v = bedeutet. 

Der zweite Satz ergibt sjch biemach aus dem ersten, so dass wir letztem, 
als den allgemeinem, genauer nntersuchen wollen. 

BMtgtied. 
II. Ans (I) folgt, dass wenn man setzt 

t{a + h) = f(,) + lrW+j^fW + .... + j-|l^f"(i>. ■ (3) 

man der zweiten Seite noch znzufDgen habe : 

welche Grösse degshalb das Ergänznngs- oder Restglied heisst, das wir 
nun weiter betrachten wollen. Wir bemerken aber vorher, dass wenn man 
in (3) n = setzen will , diess hwsst , man schreibe f (a + h) = f (a) ; als- 
dann ist (4), nach (b), gleich / f (u) dx; setzt man n = I , so ist f (a+h) 
= f(a) + jP(a) gesetzt nnd (4) ist, ebenfalls nach (b): /^y f*(u)&x. 

Wenden wir auf (4) den Satz (7) des §.39 an, in welchem a=^0 ge- 
wählt werde, so dass 
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worin © zwischen nnd 1 liegt, alle vorkommendeo Grössen endlich seyn 
. mtssen, namentlich aber r'*'(x) endlich seyn mnas von x = a bis x=a+h. 
Als spezielle Formen mOgen zagefQgt werden: 

f(»+h)=r(«)-f-hr(a-(-eh): 

Ton deoen die zwei letzten sich aus (5) and (5') fQr n = .1 ohne Schwierig- 
keit ergeben; die erste fQr n = daraus gefolgert werden kann, wenn man 
l.2..n alsdann = 1 setzt. (Verffl- „Anhang" unter tS). 

II. Setzt man in (5) tind (5') a = 0, dann a für h, so erhält man: 

f(«)=f(O)+Yf(0)H-j^f'(O) + .... + y-^f°(O)+ "~^j°*J'^' t-^'<«t). (6) 

fW=f(O)+yrW + ^f(0) + .... + j-^f-(0)+ j^'l'^^ f"'(gaj. <60 

worin wieder alle vorkommenden Grössen .endlich seyn tnUsaen, namentliifh 
aber f"^' (x) endliche Werthe haben muss von x = bis x — a. Als 
speziellen Fall kann man zufügen : 

Die herkömmliche Form der Sätze (5) und (6) verlangt, dass x an die 
Stelle von a gesetzt sey, unter der wir sie auch anwenden wollen. 

* DnaDdllche Beiben. 

III. Läfist man in der Formel (3) des §.52 die Zahl n wachsen, so 
nimmt die Zahl der Glieder der zweiten Seite zu. Ist non das Ergänzungs- 
glied (4) so beschaffen, dass dasselbe mit unendlich wachsendem n mehr nnd 
mehr gegen Null geht, d. h. ist 



""J^iir. 



^•(u)8i=0. (7)- 

wobei Or eich auf ein unendlich wachsende^ n bezieht, so kann man die 
Reihe (3) in's Unendliche gehen lassen, also setzen: 

f{»+h) = f(,)+^r(a) + ^f(a) + j-^t'W + (8) 

' wobei wir durch die Punkte, denen kein letztes Glied folgt, andenteu, man 
aolle die angefangene Reihe nach dem in den ersten Gliedern ausgesprochenen 
Bildttngsgeeetze nnbegränzt fortfahren. 

Da wir (7) als bestehend ansehen, so wird man, wenn man immer mehr 
und mehr Glieder von (8) zusammen nimmt, der Grösse f(a + h) immer 
näher kommen. Desshalb nennt man f(a + b) die Summe der anendüchen 
Reihe in (8). (Vergl. §. 6, FI und §.60). 

I Goot^lc 
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Mao kann cliess in scbärferer Form anch schreiben : 

Ä-[fW + yf(a) + ....+Y~-^fM=fCa + b), (9) 

WO Or sich anf aoendlich wachsende n bezieht, und wobei natürlich (7) als 
richtig voraösgesetzt ist. Benßtzt n^ die in §.52, II gegebenen Formen 
des Reetgliede, eo bat man also: > 

f(. + b) = (W + |fW + ^r(,) + j^f.W + (10) 

wenn 

Eben eoaaB-(6): 

f{x) = f(0)+^f{O) + ^t'(0) + ^f(0) + (11) 

wenn 

^ ^'T.y'T' *"*' <*'? = "• "■'" * i.2.°.nVi ^°^'<^'>=P- <>»') 

HUfunittel, um die Richtigk«it Ton (10') odei (If) su prüfen. 

IV. Sollen die Sätze (10) und (II) angewendet werden, so hat maa 
vor Allem zu prüfen, ob die Gleichungen (10') oder (II') erfüllt sind [oder 
auch (7)]. Diess geschieht entweder ganz unmittelbar, oder mitteUt des 
folgenden Satzes. 

Seyen u^, u,, . . , , a., . . . eine Reihe endlicher Gröaseii so beschaffen, 
dass für sehr grosse n immer 

!5^i^<l, ioiitöi'o.=0, ' (12) 

wobei das Gränzzeichen, wie in III, dcb auf unendlich wachsende n bezieht. 
Dabei beachten wir die Vorzeichen der Glieder obiger Reihe nicht, hebmeo 
alao alle kurzweg positiv. 

Ist B eine Zahl kleiner als 1 ^die nöthigen Falls beliebig n^he an 1 
liegen kann) , so wird man hiemach für ein sehr grosses (ganzes, positives) 
m setzen kSnnen: 

^<"'S<-,Si<" iSä<"- 

Durch Multiplikation : 

Oa+l Um** Hat» _i^S. <'a' fl h. °°"^' <«' 

oder 

Da nun u_, wie alle Glieder, endlieh ist, bo ist u. o' eadlich und 
klein, da die Potenz a' in dieser Lage ist; u_„ bedeutet das m + r" 
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Glied der Reihe; ist riso r sehr gross, oo ist n«+, ein weit »om Aüiang ab- 
Btebendea. Da dasselbe als positiv angeseheB vird, so hat man also 
0<n.„<o'u-. 

Non nähert sich o* mit wachsendem r beliebig der Nnll, * also (§. 7, 1) 
nähert sich n_„ mit wachsendem i^benfalls der Null Diess ist in (12) 
aasgesprochen. 

Die Anwendung dieses Satzes ffir nnsem Fall ist leicht Soll man 
etwa nntersnchen, ob die zweite Gleiohang (10') richtig ist, so ist jetzt 



■ 1.2..I1+1 
a sehen ob die Grfisse 



'•(, + eh) 



►'<x+eh) 



1.2.. n+l 

rar grosse n immer kleiner als 1 ist, and weiss dann^ dass wenn diess der Fall 
ist, anch die fragliche Gleichnng (ICf) stattfindet 

Wäre der QQoiient^^>l, so worden die Glieder der Reihe n,, n,,..- 
schliesslich wachsen, nnd die Gleichang Öf u, = könnte nicht bestehen. 

§■ 64. 
Bildong Dnendlichei Reihea mitteilt obiger Sstie. 

Wir wollen von den Sätzen in §.63, IIl nnd IV zunächst einige An- 
wendungen anf die Bildung nnendlicher Reihen machen, werden jedoch die 
Beispiele nicht sehr zahlreich aufführen, da dieser Gegenstand von minderer 
Wichtigkeit ist' (Vergl. auch „Anhang" nnter 31). 

Die BinomialreUie. 
I. Setzt man in der Formel (10) des §. 53 f (x) = x", so erhält man (§. 18, II): 
(i + b)- = x-4--J-mx— ' + ^iii(m-l)i— ■ + j^m(iii-l)(m-2)x— *4-..., 

(, + tr = x- + ^,---b+g^',--'h- + "'"7;>"^°-^J x--^l.'+.,... (13) 

welche Formel den aUgemeineD blnomiioheD Satz ausdrückt (§. 5 and §. 18'). 
Darin iit m eine beliebige konstante Z^t. — Die Beihe (13) ist endlich, wenn m 
eine poiitire ganze Zahl; in allen andern Fällen ist sie UDendHoh. 

* Man kann r immtr groia genng nehmen, dunic "'^ßi *<> ß beliebig klein. Ei 

ireDügt dam da» r > ~^ . 



oyCoOt^lc 



D» jetrt P(x) = in(ni-l)...fni — n + l)x"-", f *'(x) = m(m — ]) 

(m — ti)x'*~''*, so ist das ErgänzuDgsgUed , dat in der ersten Gleichung (10') ror* 
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JeUt ist f (x) = ± ' •^"^^'' ~ " , ("'ix) = +^-~Jiri alaoindO'); 
-r 1.2-..n (1-8)° „._-p (l-e)-h-^' 

"*" (i+eh)-+' " i.2...n ■*■ (i+eb)'*' " 

Der Quotient ^ in §. 53, IV ist 

(»+eh)->-' _(i "«)b __ 1 —0 h 
(i_e)°h-^' x+0b~ h X- 

genau die OrOMe («) in I. Demnach gilt (14) für -7< I. 

Dia Beihe fQr e' . 
in. Setitmiinin(l])f(ji) = e', also f ° (x) = e' , f* (0) = 1. so ist 

dunit 4i«M Grolle mit unendlichem n Tenchviode, muss nach g. 53, IV derQuotieot 



fiir sehr grosse □ kleiner als I ist. Was auch x sejn mag, ist diesi der Fall, lo 
dais wegen d«r xweiteo Gleichung (11') die (16) für alle x gilt. 

Die Beilisn für Sinua und CotinnB. 
IV. SetEt man in (11) f(z) ^«mx, so ergibt sich: 



j-iTärä-l 23 4 6-172:7^^ v"/ 

Jetzt ist 

Da nun immer «w (© t H 5— «) zwischen — 1 und + 1 , so reTschwindet diese 

Grösse, wenn , - _ , . mit unendlicbem n verschwindet. FUr diese letüteie ist 



1.2.. n-H 
wie in 111. Demnach gilt (16) für alle X. 

:■,;: „. ... ; i ■ ■ D.qm.oobyGpO'^lc 



Ennittlang der FsUergraDi 
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■etct, der begangene Fehler gleich 

In jedem einzelnen Falle wird ei leicht sejn, TiTÜnzen tiir diese letztere GrQitse 
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IV. Uesetztrniau aolle Vn mit m Zittern genau ausziehen und wähle a — ufiira, 
o müssen alao Va und Va — u in den m ersten Ziffern übereinstinunen; da^u gi>- 
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Berecbnaog der mtüriich«» LoKaritbmeii. 

K ^ a und Dinimt h <C 1 , so folgt i 
toff (a + h) — ioy a = fc>^ e 



(ö^ (a + 1) ~ ioy a = (<iy e 



Z (a + ehj"' 
3 (a + e,)' ' 
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Die EipoDentisIceUie. 



ov Google 



ikfQrf'W, f'W... 



1.2....2n+l 
t. Eben ao ist, 



(§■ 64, IV), welche GrOtse inimei kiemer 



getetzt wird, der Fehler kleiner als . o -i-2 ' f^*^ ^^''S'^'*^^ i'^'" Handbuch 
der ebeneo nnd spfaäriaclien Trigonamelrie, erste Abtb. §. 16.) 

§. 66. 

Weitere AnwendDngen dei T&ylor'wAen SUiei. 

I. Sey f (x) eine Funktion von x, die ftlr alle Wertfae von x, die zwischen 
aundbJiegeo, eodlich aey; eben so sollen deren Differentialqnoüenten in 
derselben Lage seyn. In so ferne nnn nur Werthe von x betrachtet werden, 
welche diese Grftozen nicht aberschreiten, hat man (§. 11): 

.Weiter ist (§. 53) : 

wo P und P, endliche Grössen sind. Daraus folgt: 

f(i + 2^i)-2t(i.+ Ji) + f(i) = /*i'f"(i) + .4i*Q, 
wo Q ebenfalls endlich. Ans dieser Gleichung ergibt sich sofort, dass 

Eben so 

((1+3/1.)= t(>)+5f^r(.)+^|^r(.) + 

3<(x+ ^.,=3(«+äf'<'(.)+i^r(.) + |45^<-W+ i^p.. 

worau« 

f(» + 3/*l) — 3f{» + 2Ji) + 3f<i + Ji) — f(i) = f {i)^i'-t-Qi*x', 
mitbin 

I, Goo'i^lc 
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Anden Foim 
f(i + J+l.<i)--5-t(.+ii^i)+ 



WO die weggalaumCD Glieder habere Potenzen tod <1i kli die d + 1'* entbalten. 
Duuu folgt: 

t(i + i+TJi)-Y{(i + n^i) + ... 

SabMUrt mu UeroD die (d) . eo Ist 

wo K„ J entOiehe QiBbw ilnd. Duani folgf Mfert : 

ör ^^.^i ^f-W. 

■ nnd da dieie Olrichtnig uit (18) herrorgebt , veno mui n + 1 >iUi(t d leut , lo iit (16) ei 



II..Mati kann deo Satz (18) aucE in etwas anderer form darstellen. 
Ist f(x)^y, und bezeichnet maDf(x + ^x), f(x-+-2iix),..., f{x + n^x) 
dnrcb y,, Jt,..., y.; bildet ferner die Differeozenreifaen nach folgendem 
Schema: 



" Man kann daniiu, da» in f(x-t-D Ji) — yf (i + n — 1 Ji) + .... + f (i), i 
mSD die einielaeo GUedec twch dem Taylot'schen Satia entwickelt, alle DifTereiiU^qaotie] 
von f(i), bia (Dm u*'", wegfallen, der Koeffizient de> n*" abei Ji' ist, folgern, da»; 
ln_ n(n-l)_n(n_l)(„_2) 

1^ 1.2 1.2.3 ■^■•■■^' "■ . 

.-A,._„+.^;z«,._„_»J==a(|=5,._3)+...+..i=o. 
■■-T<"-''-+T#<--*-"-^=T?X^' <"-»'■ + ■•■+■■•'■=»■ '•"■'< 

Dagegen 

(In allgemeinerer Form finden sieh diese SUze in meinen «G[ni)diilgen''-S. G 
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Dieser (letzte) Kreis, den mao erhielte, wenn man die drei Paukte 
vfiDig an eioanjier rficken vürde, beisst der Krümm an gskreis der Kurve 
in dem fraglichen Kurveopnnkt. 

Sind z, y die Koordinaten des Knrvenpunktes, in dem man den Krfim- 
mnngskreis bestimmen soll, so ist y eine Funktion von x, gegeben darcb die 
Gleicbnng der Kurve. Seyen n-hJx, x+ZJx die Abszissen zweier anderer 
Pnnkte der Korve, so werden die Ordiaaten y, , y, derselben aas y erhalten, 
wenn man in dieser Fanktton z + Jx nnd x + 2Jx für x setzt. — Sind 
veiter a, ß äie Koordinaten des Kreises, der dnrch die drei Punkte gebt, 
Q der Halbmesser, so muss: 

(T-ay + (y -?)' = (.'. (i + ^i-<.)»+{T. -«' = ?'. 
(. + 2Jx-a)'-(-(y,-|S)' = j' 

seyn. 

Ans diesen drei Gtetcbongen bat man a, ß, q zu bestimmen. Bezeichnet 
man ihre ersten Seiten mit X, , X, , X, , so kann man ans denselben leicht 
die folgenden drei bilden : 

X. = e', X, — X, =0. X, — 2X, +X,=0, 
d. h. 

(i~<.)'-(-{y-«' = (,', zji(s-a) + r,'-r*-2(r. -y)^=o. 

2Ji' + y,'-2y,' + j'-2(r,-ay. + y)|9 = 0. 
Daraus folgt 

2^x'+T , '-2r.'+y' „_y.-y. y.'-y' 

•^ 2(y, — 2y, + r) ' Ji "^ 2Ji ' 

Lässt man Jx abnehmen, so D»hem sich die zwei andern Punkte dem 
ersten , der Kreis dem KrOmmnogekreis ; geht man also hier zu den Grän^- 
wertben &ber, so stellen dann a, ß die Koordinaten des Krümmung s- 
mittelpnnktes vor. Aber 

n I y.'— ity.'+y' ^..i yi'-^y.'+y' 



. Or|S = Gr- 

2?. + y 



Da y und y' Funktionen von x sind, so ist nach (18): 



arß = 5IZ— = ftl- = STT" 



Bezeichnet man mit a, ß kurzweg die Koordinaten des KrQmmoogs- 
mittelpanktes, so ist also 

i.Goo'^lc ■ 



Zniati CD §. 32 nnd 23. 
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V(» + h)'— ä" V2»h + h' VkV2« + 

i-JL_... +y^ -^^- -- 



Sete( mM) hier h = , lo erh&It man -r- g &U Wertb dei obigen Brnobei fUr 

Es versteht sich ganz vod selbst, dass man die Reihenentwicklung ganz 
unbedingt benutzen darT, gleichviel^ ob die firahereD Methoden znm Ziele 
fahren oder nicht 

§.67. 
Integnäon mitteilt nnendUeber Reiben. 

Wir nennen eine nnendliche Reihe konvergent, wenn sie eine be- 
stimmte, endliche Snm me hat, d. h. wenn, indem man mehr nnd mehr Glieder 
derReflie von Anfang her zasammen nimmt, man einer bestimmten, endlichen 
Grösse sich nnbegränzt nähert. (Vergl. §. 60, IV.) 

I. Sey nun 

eine (nnendliche) Reihe, deren Glieder Fonktionen von x seyn sollen, S deren 
Smnme, and man setze 

S = D,+B,+ ....+0.+ Ra, (») 

BO mnss die Grösse R. desto mehr sich ntLhem, je grdsaer n wird, so dass 
CFr R, = 0, vo Or sich anf ein (unendliches) Wachsen von n bezieht. 

Ans (a) folgt: 

y 8 01= /n,6i-h/ ii,ex + ... + y n,8i+ /lUei. 
Nach §.39, II Ut aber 

y E.8x = (b— a)B'., 
wo R'. em Mittelwerth von B. ist Da aber I^ mit unendlichem n ver- 
schwindet, so verschwindet auch R'„ so daäs auch Or i R,3x — 0. - 
Nähert eidh also die Summe 

Ol + n, + + o, der Orttue S , 

so nähert sich 

/otBi-h AQ,en-,.. + y n.BiderGWBe y S'B«. 

I, Google 



IntogratioD mittolst nnnidlicliei Reihen. 
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die Stelle von x aetzt (1 — Ö) x oder 6 x , da aach ] — ö zwiBChen nnd I 
liegt. Daraus fulgt 

yoei = C + in— -g g^ + 275e^----2.3.,Bex— ' + 2,3..(d+1)' 



IT. 1. HOD soll 






Bsiipiele. 

boBtinunen, Da (§. 54. 1) fOr e' < 1 : 

1 -! 1 , 1.3 

-wo Dun die uoeh TOTkonunenden Integrale nach §. 34 enoittelt werden. 

--T=^p8xzube«tinunen,WoDno*<l undx' ebeaao <l,hatmui; 

Vrrre=i-|.-.--lJ....-li|...-- 

/• yi — e'x' _ / • 8x _ J_ , / ■ i'8i __ la , / •i'8» 
1.1.8 /*i'Bi 

Was nun die hier vorkommenden Integrale anbelangt, so ist in §. 33 (e); . 
n=2n,r=— l-. n = 2. .= -1, >> = 1 . »I'o/Tisli = - ^^^^^^^7=^ + 
-I- , °~ / y- ^, TennOge welcher ReduktioDsformet jedes dieser Integrale 
bestimmt -werden kann. 

Man erhält allgemein : 

^/Y=V ■ "120 20 2n~2 2n— 2 2n 2n — 4 

(2n-l)(2n-3)...3 xT (2n-l) (2q-3)... 1 
-20,20 — 2. ..4 2j 2n(2o-2)...2 



re(rin = x) + C. 



* SetEtmanio dar Formel (6') dei g. e3f(x)= /F<i)ai, f(0) = C, lo eriiUt man: 
y*F(x)8r=C + yF{0) + ^F'(0) + +rr^^''~'W + i.'°n !^i^<^')- 
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loitt 

, . - X' i' l.Si' 1.3...(2a- 


i> 




VI. 


6ui2 eben so findet man 








wonni 


m-'^'i^i- 


+ c. 








■"«"'■=') = '-T+T-T+' 





'< 


1. 



Dieselbe Reibe kSunte man »1u §. 18', VI in der so eben augegebenan Weise 
ableiten, indem dort: 

j,'=— (b— 2)ö»— i)r."~*. r,=o, y„'=i, r."=0- 

Zosati ta $. 4S. 
Vn.FürdenelliptischenBogenHG(Fig.20,S.177),filrdenCF=ii,istB'j'+b*x* 
= a'b\aVe^ + b'. = 0. ^-? = _-- = --^^^^^. l + (j^) = 
, , h'i' _ >*-aV + b'i' _ »'— (a'-b')x' , »_K5— ) 1 



ä.h.a'=^^^^'(a>b), soisty l + (^y— y^^T^^, und 



a setze hier, da z.<Ca:x = a«Mi9), so ist 



A / a' — a'j'o A/a'— a'o*iMi'»i /",/- , ., ■'.. 

/ V — ; r- ox= / V — i r-r-; — aeM»jBfi='a/ Vi — o'jtn'yo^, 

J 1 fc — X J f a" — a*«in^ J 

H6 = a/Vl^o'n»*»'Bsi. ««1^,— — ■ 
Ist hier x, ^a, ip, ^-^, so ist die Länge des nerten Theils der Ellipse = 

a / y 1 — a nn'ji Vv, a' = — ■ 



Der Werth dieses Integrals lässt sich hier nui durch Entwicklung in unendliche 
Reihen finden <§. 160, 1). Man hat) 

— hl * ■ 1 118 , . , 
9 2.4" ""»■ 2.4.6° **" 



]e«> 



also 

..«.*8>. 

h Goot^lc 
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. hier weiter geht, ist klar. SehliesBlich hat man die Reihe 

Iit s die Summe, lo bftt man abernuls 

S /'.i'''er = i'''*'-t-x''""'»*'-(- I ,-a4-y.-M_^r,-M [x'-^''°-l] 

"/ 1«— 1 ' 

und dAnn 

A^r. «'L ."-1 J' 

II. In ähnlicher Weise kann eine Reihe, deren allgemeines Glied 

(» + Bb)(e + nd)...(p + nq) *'^ 

iat, Ulf eine andere zurflckgefOhrt werden, in der das allgemeine Glied einen Faktor 
weniger im Nenner hat. Ist n&mlich y die Summe der n+ 1 eisten Glieder der 
Reihe (o) , so hat man 

^ dl »c.p (a+b)(o + d)...(p+i) •■■■^(ft + nb){e + nd)...(p+nq>' 

und wenn nun 

/)(an + y) = a+nb.a?=b, ßy = t.; ^=-^,y=^. 

'' dl Lc...p^(o+d)...(p+q) (o+nd)...(p+nq)J' 

und wenn man diese Reihe snmmiien kann, so ist (ihre Summe = z gesetst) : 



"''-/■'"'-^'-=^,/''- 



Da (Or X = immerliin y = — — , so kann die eintretende willkürliche Kon- 
Btante leicht bestimmt werden. Durob mehr&ohe Anwendung desselben Ter&hrens 

gelanget man schlieBslioh zur Reihe: 

P P + q P + 2q '■■■ p-t-nq' 
für welche sich ergibt (wenn s deren Summe) : 

dl L i«— 1 J 

Totausgesetzt, es se; 
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SnmnunuiB «ulUeliei Rnhen 
III. Die Reihe, deren allgemeines Qlied 
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BOnnftnn'i Skti. 


!=AA' + BB' + . 


.. + S«(«Mtiii-i»«ii*) + ijl(«wni + i»»iii), 


!'=AA' + BB'+.. 


. -+.I<.(w«iiz + ini.n») + Ii»{BO»'n»-i.M.ni), 



-Z + Z' = 2(AA' + BB'4-...) + 22o<«.»Ei + 22|JBMn?. 
und fblglich da 

ÄA'-4-BB' + CC'+.... = ^ /^(Z + ZOBi. 

Teimittebt welcher Gleichnug die Summe der (endlichen oder unendlichen) Keihe 
•ntet Seite gefanden vird. 



Zehnter Absclmitt. 
Die Sfltze von BUimaim und Lagrange. 

§.59. 

. Bannanii's Satz. 

L Ans §. 53, III Bchliessen wir, dasa in so ferne die dortige Gleichnng 
{11') erfüllt ist, man setzen dflrfe 

HO) + Yf(0) + ~P'm + -fW. (o) 

Wir werden diess einfach dadurch ansdrScken, dass wir so sagen: so lange ' 
die Reibe erster Seite konvergent ist (§. 57J, sey ihre Samme = f (z^. Dabei 
wollen wir bei nnsera jetzigen üntersnchnDgen die Bedingnngen, unter denen 
die (c) konvergent ist, nicht näher angeben, da es fät unsere Absicht dieser 
mühsamen Arbeit nicht lohnen würde. 

Wir wollen non in (c) z = —r-r setzen und annehmen, es aey (p (a) nicht 
Nnll, so dass für z = nothwendig x := a ist; wir wollen weiter voranssetzea, 
es sey Von x = a bis x = b die Grösse — p- immer endlich, so dass also <p (x) 
niemals Null werde innerhalb dieser Gränzw. Damit endlich zu jedem be- , 
stimmten Werthe von z anch ein einziger bestimmter Werth vonx gehöre, 
soll — TT- von X =: a bis X = 
Alsdann kann man sagen : 

Ist die Reihe 
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«»>-75)'"»':^(75r)"'Tf+ <•■) 

konvergent von x = a bis x = b , so ist ihre Summe = f (^-^^ . * 

Die Bedingnogen, die wir oben angaben, beetehen darin, dose ^ (x) nicht 
Null werde, nnd -— jr- beständig wachse oder abnehme. Letztere Bedingung 
aber ist erfüllt, wenn ^^ ^^ immer von demselben Zeichen ist (§. 20, I}. 
Diese Grösse ist aber = ** ■ ~ ',"T,* ' — nnd wird immer dasselbe Zeichen ■ 
haben, wenn ^ (s) — (x — a) y' (x) in derselben I^age ist , so dass wir also 
sagen wollen, letztere Grösse dürfe ihr Zeichen nicht wechseln 
vonX=abi8x^b. 

H. Wir wollen nun f f^^-^) = F (x) setzen und unter dieser Vofmis- 
aetznng f (0), f(0), — zn bestimmen suchen. Es sind dabei f(0), r(o)> 

die Werthe von f(z), f(z),.... für 2 = 0, d.h. i = a. Somit ist 

zunächst 

f(0) = F(a). 

Ällgepiein ist aber nach (c'): 

mnltiplizirt man diese Gleichung beiderseitig mit ig>(i)J' und nimmt die n*™ 
Difierentialqnotienten , so hat man 

i[Fw,wj=<(o)ii[,M-j+q2±_rLz±,(.)-]+ 

(■(0) 8- rr'-'^'./.i-ij.'"'"» '"" rr"-'Y*'.(.i-i^ 
*—^ir-i(.7is) '<'a+r::?iä7^LlVwJ "" J+ 

Setzt man hier x = a, so erhält man nach Gleichung (20) in 
§. 18': 



* Die angegebeneo Bedingungen lind nothwatidig, tiieUt aber darin anoh icbon ent- 
hftlten , dau yär Toraniietzen , die Reibe lOf koDTeTgenC, d. b. habe eine SamiDe. So k&nn 

— — -- onmOglich gC Verden, da sonit eine Sunme nicht angebbai wKre j alao kann v (j) nicht 

NoJl werden. Zn einem bettimmten Wertbe Ton i kann aacb onr ein einziger Wcrth von 

— —-- gehören dürfen , da man «onst in die Unmöglichkeit der Entscheidung, welcher Vertb 

m «Rhlan uj, gelangen «Drde. JedaDfallt aber flberbeben nni die geutiten Bedingangen 
aUto SchwiwigkBiten, und vir laiien nnentiehieden , ob nicht die eine oder ändert m eng 
gMügen ley. 
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£[F«,(.W.=f(0)[il,w]_ + if(0)[5ä, «-.]_+ 

welche GleichuDg vollkommeii richtig ist, da die Reihe zweiter Seite eine 
endliche ist. * Man kann sie aach scbteibeil : 

Ganz eben so erhält man, weim man die Gleichung (21) in §. 18' 
beachtet : 

Sobtrahirt man beide Reenltste, so ergibt sich 

.■(o.=[|-.ir«.H.-[.^(r«^)].- 

Nun ist aber 



* Man kaon hier allerdinga die Frage aafrecfen, ob die DifferenziniDg einei DnendUehen 
Beihe kurzweg gestattet Be;. Ohne um In allgemeiiiBre ünterauchnng einmlaBean , be- 
merken wir. dasi die BeantwoTtmig dieser Frage hier umgangen werden kann. Setit man 
uSmlicb 

rW-'W+-^ — + + (.7^j —u^K-i^J ^ 

nach 3. 63, I, lo ist jedenralla 

^iF(l),(l)-]=f{0)^;[»(l)-] + ....+ 

Ana 8. 16' folgt aber, wenn nur R nnd g> (i) nicht go sind fOi x ^ a. da» filt x = a jedenfollf 
ö— ; [B 9 (x) (x — •}"'*''] NuU ift, so data wir sofDit den angegebenen Weith tob 

^[r(i)y(x)»]. erhalten. 

[:.,qm.c=bvG00'^lc 



Dar Satt von Lignnge. 
Daraus folgt also dass allgemein 
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i^ = l. » = »+,«. 
80 ist für denBelbeu die Samme 

F (a) + [F' (i) 9, (i)]. + f72 (^ {P' W » W*})^ 

gleich P(a)- Man kann also sagea: Konvergirt die aaendliche Reihe (23),- 
BD ist ihre Snmme=F(a), wo a so beschaffen ist, dass —7-7= '. a = a 
4-(p(tt), d. h. «ist eine Wurzel der Gleichung x^=a + (p(x}. 

Was a selbst betrifft, so ergibt sich diese GrJJsse aus (23), wenn 
F(x) = z gesetzt vird, so dass 

.=.+.w + i(^.w'). + ji:5(^.w)_+ (2« 

(wenn die unendliche Reihe überhaupt eine Summe hat). Dabei aber muss 
9) (a) nicht Null seyn, und g> (x) — (i — a) y' (s) darf von z ^ a bis z ^ ce 
das Zeichen nicht wechseln. 

Fasst man das Gesagte zasammeu, so kun man die letzten Sätze auch 
so aussprechen: Ist die unendliche Reihe 

konvergent tind a ihre Summe, so ist die Summe der unendlicheii Reihe (23), 
in so ferne diese Reihe konvergent ist, gleich F(a:). Dabei aber muss vor- 
ausgesetzt werden , dass nicht 9) (s) Null oder cc seyn könne von x ;= a bis 
z = «, also dass auch nicht 51 (a) ^ ; ferner dass (p (x) — (x — a) y ' (x) 
immer 'dasselbe Zeichen habe von x =; a bis s = a (was der Fall seyn wird, 
wenn diese Grösse nicht oder CO wird). Alsdann ist auch a eioe 
Wurzel der Gleichnng z == a + y (x). Diess ist der Satz von 
Lagrange. 

II. Nach den eben wiederholten Bedingungen ist also — j-r Null für 
x = a und wächst von da an beständig, oder nimmt beständig ab, mit 
wachsendem x, wenn y (x) — (x — a) (p' (z) positiv oder negativ ist 
Da für x=a letztere Grösse = gj (a) ist, so hat sie dasselbe Zeichen, 
wie 5p(a). 

Ist also (c (a) >• 0, so mass — z-- wachsen mit wachsendem x. Für 
x = a ist diese Grösse 0, für z:=« aber 1; sie ist mithin gewachsen. 
Dazu gehört dann, dass auch x gewachsen sey von z = a bis z = a, d. h. 
dase K > a ist. 

Ist aber y (a) < , so ist ^-j-r gewachsen mit abnehmendem z. Da 
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aber, wie so eben gezeigt, ^77^7 jedenfalls gewachsen ist, bo masB also x 
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Du Ka^'Mhe PiobUm. 



■o besohftffbn, dus der Qootient —^ bei »ehr giouem d immer kleiner alt I irt, to 
miiu die Beibe eine endliehe Summe haben. 

Ans dieier Bedingung folgt nämlich (§. 63, IT), dua Ub.>^< 0*001, vom gros» 
and tfi<^\. Demnach iat 

Aber (§.6, II): « + «' + -. -.^=73—. so dass also die Summp der nnendlichen 

Reihe (d) kleiner all U( +... + Uh + y^—, also jeden &lh nicht unendlich ist. — 
Dabei denken wk nns die sämmtliohen Glieder der Beihe positiT, was jedenfalls der 
ungünstigste Fall ist. 

Sind aber alle Glieder der Heihe (d) positir, und ist die genannte Bedingung 
erfüllt, so mnss die Summe nothvendig eine endliche und bestimmte sejn. — Un- 
endlich ist sie nämlich nicht; es kOunte also nur der Fall eintreten, dass man, je 
nachdem man die Beihe ichliesst, Terschiedene endliche Werthe als Summen er- 
hielte. Da fkber bei dem fortwährenden Zufögen von positiren Gliedern die Summe 
immer wächst, so kann ein solches Schwanken unaiöglich stattfinden. Demnach 
hat (d) eine bestimmte Summe, die einzig ist. Aber auch in dem Falle , da 
einzelne Glieder negativ, andere positirsind, ergibt sich Dasselbe. Nimmt man 
nämlich die positiven allein, und eben so die negativen Glieder, so sind beide Reihen 



1 leicht 



für sich so besohaffen, dass sie der Bedingung — — < 1 genitgen, 
sieht; also haben beide bestimmte Summen, mithin anch ihre Differenz. 

unendliche Reihen, welche bestimmte Summen haben, heissen konvergent 
.(§■ 57), and es ist die oben gegebene Bedingung also die, wornaoh sich die 
Konvergenz entscheiden lässt. (Siehe auch %, 164, III n. T). 

Als Beispiele der Anwendung wollen wir die nachstehenden- wählen. 



§. 61. 
Das Keplet'sche Problem. 

L Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren einem Brennpunkte S (Fig. 40) 
1 die Sonne befindet. Sey AB die grosse Axe der Ellipse ~ 2 a , S und S' ihre 
Pia if) ' Brennpunkte, CS = CS' = a, wenn C der Mittel- 

pnakt. AlsdanBist A das Peribelium (Sonnennähe), 
B das Aphelium (Sonnenferne). Der Planet selbst 
bewegt sich ungleichfitrmig um die Sonne, schneller 
in der Nähe des Periheliums, langsamer in der des 
Apheliums^ Immerhin ist die Bewegung jedoch so, 
dass er die Hälfte von A bis B in derselben Zeit 
zurücklegt als die zweite. Dm nun die hiehei 




■ In der nnprünglichsn Reihe ist Ja -^^ aocb < 1. 
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gefadrigeir BeBtimmiiDgen ieichter dnrchffihren zu kOnneD , denkt man sich einen 
(eingebildeten) Planeten, der mit dem wabren in demselben Augenblicke von Ä 
ausgeht, und in derselben Zeit nach B gelangt, aU letzterer, jedoch mit gleich- 
fOnuiger Geschwindigkeit den über AB beschriebenen Halbkreis durchläuft. Gesetzt 
nun, der wahre Planet se; in M, der acheinbare in N; man siehe HR senkrecht auf 
AB, welebe Linie den Kreis in P treffe; man ziehe ferner CM, CP, CN, SM, SP, se- 
ist der Winkel ACN =1^' die mittlere Anomalie. ACP = xdie exzentrische 
Anomalie, ASM=:v die wahre Anomalie, während SH = r der Fahrstrahl ist. 
Kennt man v und t, so kennt man offenbar die Lage des- Planeten vollst&ndig. Sey 
nun T die Umlaufszeit des Planeten; t die Zeit, welche rerfliesst bis et in M ist, so 
ist auch T die ümlaufszeit de^ eingebildeten Planeten und man hat also 



wodurch 1/1 bekannt ist. 

Nun lässt sich ganz elementar beweisen, dass die Fläche des elliptischen Aus- 
Bchnitta ABH zu der des Kreisausseluiitts APR sieh verhält, wie die kleine Axe der 
Ellipse zur grossen, d. h. wie y a'— e* zu a. • Femer verhalten aioh die Dreiecke 
RSB und RSP wie BM zu RP, d. h. wie Va'— e':a. also auch ASM : ASP 



Nadi einem Gesetze der Bewegung mnss die vom Fahrstrahl beschriebene Fläche 
' der Zeit proportional seyn, d. h. da a Va' — e^n die Fläche d«r EUips« ist; 
ASM:aV'a'— «'« = «:»• ASM = a Va'-e'n — , 
und da auch 

ÄCHra'« = t:«, ÄCN = a'«— , 

■o folgt- 

A8M:ÄCN = V"a'-B':a, 
und d» weiter 

Ä8M;ASP=V"a' — e':a, 
so ist ~ . 

ACN = ÄSP,mitWndaACH = ACP — KCP,ASP=iCP — SCP, ist auch NCP=SCP. (a) 

Femer ist 
NCP=iNP.CN = la{i-.t.)a = ia' {!-*). SCP = iSC.PB = iea»n(180<'-i) 
= iaeri«x. 
so dasi aus (a) folgt : 

a(i — *) = e»wn, i!=vi + — «ni. (b) . 

Aus dieser Gleichung hat man x durch </> zu finden. Kennt man dann x, so 
ergeben ai^ v und r, Fs ist nämlich 



• Sind m r , m' r' zm\ unendlich nahe Oidinaten der Ellipse ; m □ ,-m' n' des Kreisei, so 
mnH(g.20,n) mm'i'rsoirolüalsnin'ti'n als Beohteck betiachtet Verden. Die Fl leben 
verhalten tiob dami wie mi za mn mid da diess sich wie Y a*^ e* sn a verhalten, so ver- 
baltan fich auch dia Fllchea eben so. Dnroh Summinmg Ihnlicber Elemente e 
genannten AuBichnltte , so dasi _der Sati bewiesen ist. (Teigl. S- 46, II.) 
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ab* 
Dm« 






Die GleidnBg (b) grtiM ntn zu den in f. GO gellMca. b der Wattigem 
(25) >rt« = lfr, 9(1) = -^ «.X, Mdu>i&>SHM*— 

dea betrelnidra Werth Ton x liefert. 

Di* Be Jh ^j M gen nnd: im und« Knl] na s = v U< n fan tBHigiaiwi Werthe; 
<•■> pfcSri; dM( <id*r 180* aidrt fb Ui— diem Wenbea fi^t. Da Ib * = O bkA 
1 = 0, Ar f> ^ ISO* SKh K — laO*, u verdoi «ir tu ■!«■ «mT ^ ■■iiiihiB bM 180*, tu 

(•sj||t, rimdvliikta. — FencT duf nidit — #wi — (■ — v> — ca*i=^0 Kja, d. h. nidit 

^s^x — ^. DiM> iM cbenfüb niefatBSflidi, dsMort *^Mi(b) — mi ^ ly t, ibo 

#0(1 =^ — vin. vu vegm — ^1 nicht angdiL 

Beaeh(«t man diese Bedingfimgen wnter nicbt, bereclinet -rielMAr £e Samm« 
der Beilw (c) , to kftmi man endgilti^ immer leidt aich nberxMigen, ob der so g»- 
Aindene Werth der (b) geDÜgt. 

n. Wu die in (e) TorhanileacD Dil&rentialqiuitienteD betnft, so ist ; 

»f«!» — ...^ 






;»(n— l)*Ä**-*»«<w'# — ■«»■^», 

:ii(d— I) (n~-^s)»>~*f aw'v — n(3a— 2)m(>-'<fr«M<'. 



+ n(3n — 2)»w.-t, n. i. v. , so das« 

= ]20«fafi«c>f*ip — 4M«m*f.cM'ifi + 65«M*<p, müliin «du« 

I Goo'^lc 
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i^^ + — «n^+ ( — ) »n ¥> CO» V + f - ) («nv<o***— ö«"''(') + (-) (*»» ■?«■.''* 

— -g-»m> Bö» .(-) + (^yJ ("»Vfo«'')'— y »»'«poo*** + 24"" ''^ ■*" 

HL Man kann — ,^| anch in anderer Weias ausdrücken. Gemtei §. 54, V irt 

□tmlieb e''^coii + iimi, also aach a— '' = «o»i — inni, vorans 2tinx^=— — ; 

:=i(f-'' — e'^, da~=^Ti-^ — if nnd 2eMx = e'" + e~''. Daraus (»Igt fOi ein poiitiTti 

■(2m..)-=(.-"-,'-)'-l" = (l')-(«-'-"-x«-"'""" 

Aber (i'}'*^( — 1)™; ferner lüid in der Reibe die Koeffizienteii toq Anfang nnd Ende ber 
gleich: also ist diete Reihe 

= e'"'- + e-—^?f[e('"-')'- + e-('— l'-] + ^^^?^[ei'-» )"+e-("-^)'.I 



. 2ro(2m— ])...(m+[) _ 
1.2. ..m ~ 



_ -„ 2'°<2m— l)...(m + 2) 2m(2m— l).. . (m+ 1) 

■"■"*■ _1.2...<m— 1> «"^"x 1.2...m 

M diu alM 
(_l)-2— .«„..,=««2n.x-^*,«(2«^2),4:...:p?H^^-:J):ii^±^„ 






■ (2ni + l)2m...m + 2 



(e-'-— e»)].d.h.dai[e— "-e-"]=:2jinai,(i)'»=(-l)-: 
2m + l . 



{— l)-2'"*«'-+'i=««i(2m+l)i p—»m(2m— 1)1 + 1 

. (2n. + l)2m...(n. + 2) . ' 

~ - 1.2...m ~'*"^ 

Darans folgt uan nach §. 18: 

ai(2iii-l)..(iii + 2) _ ' 
I.2..ni — 1 

', DUhmtlil- n. Iat*(nl-K««li»>iV- '< 'n^- 
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r« = (e— » eoMi)*+ {»'—•') *Ai' i 



Die Gleichung: (b) gehürt nun eu den in §.60 gelasten. In der dortigen 
Gleiehnns: (25) isla^if', 9(1):= — «mx, n> dus die Stmune Toa 



den betreffenden Wertb von X liefert. 

Di« BedingiiDgen lind: «ini nicht Noll nm i=^v t>l> m deni betrefibaden Weith«; 
(Uten g«hOrt, du» oder 180° nicht Einsehen disaen Wgrthen liegt. Da f&r ifi = ancli 
x = 0, für ip = ISO" auch x = 180", ao werden wir nus ilso auf 1(1 zwischen Dod 180°, vks 
genügt 1 einschrSnken. — Femer darf nicht — lüti — (i — 1(1) — eo^i^ aeyn, d. h. nicht 
^S^z — ifi. Dies* ist ebenfalls nicht mOf^iob > da lonit wegen (b) — tinx^=tgj., also 
«o* I = — wfce , was wegen — > 1 nicht angeht. 

Beachtet man diese Bedingungen weiter nicht, berechnet vielmehr die Summe 
der Reihe (c) , so kann man endgiltig immer leicht sich überzeugen, ob der so ge- 
ftindsne Werth der (b) genügt. 

n. Was die in (c) vorhandenen Differentialquotienten betrifit, so ist; 



^ = n{Q-l)«»-'*«<.,'S.-niAi-*. 

^ = n(n-l)(n-2)«f.'-»*«M'?--n{3a-2)ri»' 

5^ = n(n- l)(n-2)(n-3) !*»■-* «.«o*V-2n(n- 

+ n(3n — 2)<i»"ip, n. s. w,. so dass 

P a ■ d'iin'v 

-=2»mic«wi(r, ■— ■— = 

-^~^ = 120»wi#<M«*i(.— 440n»'v"'<w'«' + 66«n'», mithin endH 
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ABflVmBg dar GleMnuif s 

->-¥-i-*^ ...... 



- = (2iii)'— 'wn2nii— — (2ni — 2)»— '»m( 
^2"°-' fin2i. 



- 1 

2m(2in-l)...(m + 2; 
t 1.2...(q.-l) 



* 1.2...HI 



Hiemu folgt Dl 



8i«!^=„-„2«.^!^=JLr3'.«3ü.-3.««,i. ?^">=lr 



j[5'»«.5»— &.3*.>n3*+10#M.*), ^!-^,-5 = ^[e'»m6*— e.4'«n4» 
18.2'««2*], ?^^ = ^[7'»«i7v — 7. B" 10.6^ + 21. 3' «w3* — 35.A»H-- 



t*«ilt* ltr_ 1 



< = , + |.i«»+i-(^)'™2.p + i-(f)'(3«-3„-m,p) + |(-^y(2'i»«*. 

-«»2*) + 3i^(^)'(l25rihB*-81««3*+2ri-t) + |j5(7)'[81«"6v-64««4v 

+ 6«n2»]+ ^^ ^Y^ [16807 it»7* — 15628 »«15(1+2187 «n3v — B**»vI + --- 

Änf lOiimg dei Gleichung x ^ a + b x". 
IV. Han soll die Gleichung 

AnflOsen. Hier ist q}(x)^bz'°, 

&Uo ist die Suinme der Beilie a + b a~ - 

, roii(mn— l)...(mD— ii+2) .„ _„_.,^ 
H 2 ä a""-"*' + 

&lls difse Reihe koDTergent ist, die a am nächatcD liegende Wurzel jener Gleichung. 
I»tba">0, so ist aiese Wurzel >a; ist ba"<0, so ist sie <a. Da qi' (x) 
= inbi— ', also ip (x) — (x — a) (p' (i) = ambx"-'-t- bx" — nibi°' = bi"-' 
[am — (m — l)x], so darf nicht zwischen a und der Wurzel liegen, und auoh niobt 

__, . Was die Eonrergenz der Reihe anbelangt, so findet man als Quotienten 
zweier auf einander fblgender Qlisder (§, *0, IV) 



[:.,qm.o=bvGoO(^lc 



AnflBinng der ffleieliiiiig x^s+bx' 
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§. 62. 
AoflSniiig dar GleiehDng t(i) = k. 
I. Setzt man ia der Gleichang (24') des §.60 g> (x) = k^^p^ , wo keine 
beliebige Konetante, so hat man, da jetzt ~y=-j^, yi(j.)—(z~i)yi'(x) 
= ^^'~*^' P (x), folgenden Satz : 
Ist die nnendlicbe Reihe 

•>'[wl-nK(w)l*rfeKGi=)l - <-> 

konvergent Diid HC ihre Summe , so ist a eine einfache Wurzel von f(x) = Ic, 
vorausgesetzt, dass -rr-r- nicht Nnll oder oO ist vonx^a bisz = a, nnd 
f (z) nicht sein Zeichen wechselt innerhalb derselben Gränzen. — Zwischen 
a nnd a liegt dann keine andere Wurzel, [f (a) masa Null seyc, sonst wfire 
■jpr NqU flir X = a ; P (a) aber darf nicht Null seyn]. 

n. Setzt man die (26) unter die Form 

<.^a + A,k + A,k'-t-A,k' + i (a) 

setzt weitet in der Gleichung (22') des §.69 i/< (x) = f(x), F(s) =x, so 
hat man, verglichen mit (26), auch : 

I=:H^A.({l) + Ä.f(«)' + .... + A»f(l)" + {b> 

woraus wir nun Ä^, A,,..., bestimmen wollen. 
Zunächst ist hieraus 

V=f = i. + A.,« + ....; 

daf(a) = 0, 80 gibt diese Gleichnng für i — a (§.22, 1): 
Sodann ist 



f«' 
voraas für x = a : 



i -C '-'-' .'W'l 



Da die Grösse erster Seite einen bestimmten Werth bat, so ist es auch 
BO mit der auf der zweiten Seite; da aber der. Nenner für x=a zu Null wird, 
so mass es auch der Zähler seyn, * wie man auch anmittelbar sieht. Aber 

■ Teigleidie die Not« iq %. SO. S. 118. 
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^^=er(«)f'w,^^-6rWH-8f(»)fV8),5^=2or(«)f(«)+iop («)(•(»), 

5^^=3«r(a)'r(»), ^^' = 90f(«)f'(«>' + 60r(a)'f»(a). 



^^^=240f(»)'r(.) 

Demoach ist : 
. i_ , _ A.rw -A.f'fa)-6A.f(«)r'(t) > 

* rW ' 1.2f(a)'' ' 1.2.3r(a)' ' J ■ 

. _ -A.f(»)-2A,f3rW + 4r(*)fWl-36A.fWr(.) f 

*~ 1.2.3.4f(»)' ■ ) (o) 

— A,f(a)— 10A,[2f'<a)t'{»)+f'(a)f'(»)]— 30A,f(a)[3f'(»)»+2f((i)f"{»jÜ 

. — 240A.f(a)^f (») I 

' 1.2.3.4.Bt'(a)' ' 

n. 8. T. 

AnflOtacg der GleiahnDg p(x) ^ 0. 

III. Will man nun mittelst dieses Verfahrens eine Wurzel einer vorge- 
legten Gleichung g>(x)=:0 berechnen, so mass man bereits einen ange- 
näherten Werth a derselben kennen, so dass giQt) nahe an Nnll ist. 
Setzt man dann die Gleichung unter die Form y (x) — y (a) = — 91 (a) und 
in (26) f{x)=9i(x)-5p(a), k=— y(a), so ist f(a)=0, und f (a) = gi' (a), 
also ( ^77-r ) = -77-; nicht Null. Endlich wird man immer annehmen dürfen, 
es sey y' («)[=? (x)j nicht Null von x = a bis zur gesuchten Wurzel, da 
letztere nahe an a liegt und man immer a so finden kann, dass nicht 9' (a) 
= 0. Da nun allgemein f(x) = ^"(s), so wird man also hiemach die 
Grössen Aj, A,, mittelst (c) herstellen und dann gibt 

i = a-A,v(») + A,»W-A,,<a)' + ..... (2?) 

die gesuchte Wurzel. Die Konvergenz dieser Reihe wird sich im Allge- 
meinen nur schwer ermitteln lassen; man wird daher getrost einige Glieder 
derselben berechnen und ans ihrem (etwaigen raschen) Abnehmen schliessen, 
dieselbe konvergire lasch, somit nur die etlichen ersten Glieder gelten lassen 
und schliesslich sehen, in wie weit das gefundene Resultat wirklich als Wurzel 
der Gleichung angesehen werden kann. 

IV. Einige Beispiele mögen das Verfahren erläutern: 

1. Die Gleichung x'— 60 x,' + 999 x — 3734 = hat eine Wurzel nfthe an 21. 
Für x^21 ist <f(x)^i6, also schreibe man die Gleichung auch soi 

i' — e0i' + »99i— 3780 = — 46, 
uiidhatf(i) = x* — 60i» + 999x — 3780, k = — ?)(&) = — 46. a = 21.f(») 
= — 198. f"(a) = 6, f»{a) = 6, f»(a) = Oi (§.30,1); 



1 8 ^16^ _3205 _ 168^8 

*• - 198' ' ~ 198' ' *• ~ 198' ' **" 198" *• - 188» 



,glc 
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nocli über der Wurcel ist. Demnach hat 
man als engere Gränzen der Wurzel ; 

II. Gesetzt nun, et sej auch f" (x) immer Tsn demselben Zeichen, Ton x = a 
bis X ^ b, 90 wird also f (x) bloss wachsen oder bloss abnehmen ton a bis bj dabei 
haben f (a) und f (a) immer Terschiedenes Zeichen. * Gesetzt nun 

1) es seyen f (a) und f ' (a) positir. Alsdann ist f (a)< und da f (i) wächst, .„ 
s(.istA = f(a): 

2) es seyen f(a) und f'(a) negativ. Jetzt ist f (a) > und f (x) nünmt ab, also 
A = f(a); ■ 

3) f(a)>0. r'(a)<0; alsof(b)<0, f"(b)<0; f (a) ist < , f (i) nimmt 
ab, also f (b) = A; 

4) f (a) < 0. C (a) > 0, also f (b) > 0, f" (b) > ; C (a) >0, f (x) wächst, also 
A^f(b). 

Hieraus folgt nun, wenn man Alles zusammenfässt, der nachstehende Sats: 
„Ist von X = a bis X = b (b > a) P (s) von demselben Zeichen, während 
f(z) sein Zeichen wechselt, indem es durch Nnll geht; ist A der (dem ab- 
soloten Werthe nach) grdsste Werth von f (x) zwischen diesen Gränzen, so 

, liegt eine Wnrzel der .Gleichung f (x) = zwischen a ^ nnd b j^, 

nnd zwar ist die erste Grösse unter, die andere über der Wnrzel. Ist ausser 
den vorigen Voranssetznngen auch noch f ' (x) immer von demselben Zeichen 
zwischen a und b, so liegt die Wurzel zwischen a — ~. und b — ~r , wenn 

f(a) und P'{a) dasselbe Zeichen haben, oder zwischen a— r^, '''"F^' 
wenn diess nicht der Fall iel." 

a derselben Weise wettet reehaen kann, 

III. Immer unter der Voraussetzung, f (x) und f (x) behalten ihr Zeichen un- 
verändert Ton a bis b , sey nun b — a = d und wenn a', h' die neuen Oränzeu der 
Wurzeln, so sey b' — a' =; d', Sey nun 



1) f (a) und f (a) tob demselben Zeichen, also a' 



f(a+d)-f(a)-_ 



f(a) + df(a) + i-f'(a + ed)~t{a) 



• Denn, wenn a + « die wahre Wurzel ist, moss o:>0, also ["(a + öa) und f(a) von 
verschiedenem Zrichen seyn ; d. h. da T (i) von x ^ a bis i =; b sein Zeichen nicht wechselt, 
es ist immer f (a) und f (i) von Terscbledenem, nnd mithin f (b) nnd f (i) von gleldiem Zeiehen. 
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Elfter Abschnitt. 
Näherongsweise Bereehniuiff eines bestmunten ^tegrals. 

§.64. 
- Ein jedes bestimmte lotegral 



f> 



in velchem f (x) zwischen x = ä ood x '= b eine stetige Fanktion von x ist 
(wenigstens nnr eadÜche Werthe zulässt) , hat einen bestimmten, von a und b 
abhängigen Werth, dessen Ermittlung dann immer leicht ist, wenn die unbe- 
stimmte Integration sich ausfuhren lasst. Ist Letzteres aber nicht der Fall, 
80 mnes man mit Nähernugsmetboden sich behelfen. Za solchen lieBse. 
sich die Integration mittelst unendlicher Reiben (§. 67) zählen, und es wird 
dieselbe in vielen Fällen von Nutzen seyn; eine weitere Käheiuogsmethode 
haben vir in §.46, X angedeutet, da das Integral (a) immer als Ausdruck 
für den Inhalt einer ebenen Fläche angesehen werden kann. Wir werden auf 
diese Methode nochmals zurückkommen. Alle diese Methoden. haben aber 
den Nachtbeil, dass man keine bestimmte Fehlergränze kennt, d. h. also, 
dass man nicht weiss , in wie weit das Resaltat genas oder nicht genau ist. 
Frei von diesem Vorwurfe ist nnn die nachstehende Methode, bei der nur 
Toraosgesetzt ist, f (x) sey so beschaffen, dass man für jeden beliebigen 
.Werth von x den ihr zukommenden Werth berechnen kann. 

. Ente NBbemDg. 
I. Ans §. 62 folgt 

f(i + h)-fW=^iiP{i)+^r(.) + i A*f'(i+h-r)s*, 

oder wenn man z =; h — u setzt (§. 42) : 

£(x+h)-fW=hr(i) + ^r(i) + iy||'öi-Q)>t»Ci+n)eo. (b) 

Ganz eben so folgt aus §.62 [wenn man dort f'(z) statt f(z) setzt}: 

f'(i + h)-rW=irW+y^(h-u)t'(i + n)6a. (o) 

Ans (b) und (c) zieht man sofort : 
r(H-l.)-f(l)--|-[F(H-h)-f'{r)] = h('W + i A{h-ll)'-h{b-D)]f'(H-n)eB, (d) 
wenn nnr f ' (x -I- n) endliche Werthe hat von n — bis n = h. 
Das in (d) vorkommende bestimmte Integral ist gleich 
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woP=f'(a + ©,h)+f'(a + h4-©,h) + + r(b— h + e.h), and 

©1, . . . , @o s&mmdich zvischen and 1 liegen. Ist nan G der grösste 
Werth, ohne RQcVGicht aaf das Zeichen , ^en f (z) annimmt, wenn z von a 
bis b geht , Bo ist jedenfalls P, ohne Rücksicht anf das Zeichen , kleiner als 
nG, so dass also, wenn 

f{b)-f(a)=h[f(a)+f(.+h)+...+r{b-h)]+|-{r(b)-rw] 
gesetzt wird, der Fehler nicht y^ ff G betragt. 

Setzt man 

({i)=yrW8x, f(x)=FW, f(i)=r'(i), f(b)-f{8)=y^V(i)Bi. 
so erhält man hierans den folgenden Satz : 

„Setzt man 
/"'r(i)ei=hiF(«)+F(»-+-h)H-F(a+ah)+...+r(b-h)]+|-[r(b)-F(a)i. (so) 

woli = , so ist der begaogene Fehler geringer als , -G, woG^ier 

grSsste Werth ist, den F* (x) annimmt, veaaxvon a bis b gebt (immer ohne 
RGcksicht anf das Zeichen)." 

IV. ' Verfahren wir mit der Gleichnng (29) ganz eben so wie mit (28), 
so erhalten wir, wenn wir sogleich f(x) ^ /F(x)dx setzen: 

/*F(i)ei = h[F(a) + r(a + h) + r (1 + 211) + .. . 
+ F{b-h)] + |-[F(b)-F(.)l-^(F'(b)-F'{a)], 
mit einem'Febler gleich t^ multiplizirt mit 
e.'[F'{a+h)-F'(a)] + e,'[F'(a+2h)-F'{a+h)] + .... + e„'(F'{b)-F'(b-h)], (d) 

WO ©i ', 0.' zwischen — 1 nnd + 1 liegen. Da aber F ^ (x) von a bis b 

dasselbe Zeichen haben mnss (der Yoranssetznng in TT nach), so wächst F' (x) 
von a bis b, oder nimmt immer ab ; demnach haben die in (d) vorkommenden 
Differen^eD alle dasselbe Zeichen. Darans folgt, dass die Grösse (d) ent- 
halten ist zwischen den zwei Werthen, die man erhält, wenn man in (d) alle 
9' gleich + I , oder — 1 setzt. Diese sind aber 

F (b) _ F' (s) and - [F' (b) - F' (a)] , 
80 dass die (d) gleich ist ©'[F'(b) — F'(a)], wo ©' zwischen — 1 nnd + 1. 

Man hat also den zweiten Satz: 

„Hat F' (x) von x ^ a bis x = b immer dasselbe Zeichen, und man 
setzt: 

Digm^cob/GoOt^lc 
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80 dass 

^r(«)=hr(x)+-|-.*r(.)-^Jr(x) + ^JC(x). 

MaD kana hieraus wieder ziehen: 

^^"'^ riö- iÄi "'8^ zwischen ^ und - |- ^. also auch zwischen ^ 
-^.sodass 

wo Ö' zwischen — 1 und + 1 , aber f * (z) von 2 = ihi8z = x + h dasselbe 
Zeichen behalten moss. 

Amreudnag. 

III. Genau wie in §. 64, III und IV ergeben sieb ans den Sätzen (32) 
und (33) die folgenden : 

„Setzt man 



/> 



F(i)ei = h[F(a) + F(a + h) + .... + F{b — h)]. 
+ |-[F<b)-rW3-g[F'{b)-r-(a)]. <84) 

wo h = ^^ , so ist der begangene Fehler kleiner als ^i ' ■ , G, wenn G den ■ 
gröBsten Werth bedeutet, den F*(x) erlangt, wenn x von ä bis b geht." 

Sodann aus (33) : 

„Ist F* (x) von X =: a bis X ^ b von demselben Zeichen und man setzt: 

F(x)ex = h[r(»)+F(» + h) + F(a + 2h) + ... + F(b-h)]+"|-[r(b)-r(»)l 
^[F'(b)-rW] + ^[F>(b)-F*(»)]. (36) 



/> 



wo h = , 80 ist der begangene Fehler kleiner als das letzte Glied." 

Die ganze Zahl n ist in den Sätzen (30), (31), (34), (35) ganz be- 
liebig; je grJJsser man sie nimmt, desto kleiner wird h, und also auch der be- 
gangene Fehler, so dass man es in seiner Gewalt hat, diesen beliebig klein 
zu machen. Eine vorläufige Untersuchung des Fehlers wird auch Über den 
zu wählenden Werth von o entscbeiden. 

IT. Würde maniug. 4S,Xitatt docch dreiPanktederEntre ehieknimmB Unie.deran 
Gl»icbnDgy=^» + bx+oi' ist, *a legen, blois eine Gerade dntcb iwei Punkte, also darch - 
B Dod E, E und F, q. r. t. legen , «o 'wfitde die FUebe ABGD in PaialleUraf ew ledegt und 
man flbide für lie : 
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WD h=: == — . Dieee GrSiie in aW geradnn dl« Orflste 

hirw + F(a-t-h>+.... + F{b-h)i + -|-[F(b).-r{»)i. 

welche in obigen rier NUieniDgsfoimeln jeweils inerit, in (30) alleia , «ncheiot. Denmuifa 
und die» Tiei Fonneln gtniaere FeiUtslItiiigeii der Qleichoag 
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F(.)ei = h[{F{.) + F(« + h) + F(a + 2h) + ,..+r{b — h) + iF(b)]. (36) 

Y. Die Anvendang der einen oder SDdem der vier Näh eruiigs formein 
ist ziemlich einfach, bo dass wir es füglich naterUssen k5nnen, ein Zahleny 
beispiel zuzufügen. — Wir bemerken nnr noch, dass selbst in dem Falle, da 
b = oO ist, QDsere Formeln anwendbar sind; nar nrnss dann die Reihe F (a), 

F(a + h), F(a-(-2h), möglichst rasch konvergiren, so dass die 

späten! Glieder derselben nicht mehr zu beachten sind. Wegen der Schätzung 
des Fehlers werden die Formeln (31) nnd (35) jetzt vorzuziehen seyn. 

Verlangen diese beiden Formeln allerdings die Unveräoderlichkeit des 
Zeichens in F' (s) oder F*(x), so wird — falls diese Bedingung nicht erfSIIt 
seyn sollte, doch der Anwendung Nichts entgegenstehen, indem man das 
Integral in mehrere einzelne tbeilen kann (§-42, II), welche einzeln nach 
diesen Sätzen berechnet werden können. 

§.66. 

Berechnnng eines beatiinniten Integra] t mitteUt der iDterpolationsformel. 
I. Die oben aas einander gesetzte Methode verlangt, dass in dem be- 
stimmten Integral / ydx die GrCsse y als Funktion von x gegeben ist. In 
diesem Falle wird sie immer anwendbar seyn, da sie in allen Fällen eine 
Schätzung der Fehlergränze znlässt. Anders verhält sieb jedoch die Sache, 
wenn y nicht als Funktion von z gegeben ist, sondern man nur für eine Reihe 
von Werthen von x, die zwischen a und b liegen, die zugehörigen Werthe 
von y kennt. Sind in diesem falle die Werthe von x in gleichem Abstände 

h,nndisth = , so kann man, wenn y« , y,, y,,. .., y, die Werthe von 

yfiltx = a, a + h,,. .,b sind, ungefähr setzen (§.65, IV): 

wobei man froilich keinen Maassstab für die Fehlergränze hat. Qe&aner wird 
tkbrigens die Formel des §.46, X seyn, nach der 

/^ye» = -|-Ir, + 4yi+2r, + 47,+2y4 + ...2y„_t+*!r«*-t + ytJ. (37) 
wobei h = -5 — vorausgesetzt ist. (Siehe §. 67.) 
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II. Ist aber die Annahme, «s seyen die Wertbe von x in gleichem Ab- 
stände, nicht zalässtg, so kann man sich in dieser Weise nicht helfen, de- 
setzt nSmlich, es seyen ft)rx=^a, a;,,aj,..., 0,^1, bj wo a^«^ '^'^1 ^ •• 

< o^i < b die Werthe von y ; ye , yi , yj , y^_i , y. 1 und man wisse ■ 

sonst Nichts über y (als Fanktion von x), so wird mao, eben in dieser Unge- 
wissheit, annehmen, y sey eine ganze Fnnktion von x, d. h. eine nach Po- 
tenzen von X geordnete Fanktion, derart, dass y die obigen Werthe annimmt, 
wenn x die angegebenen Werthe hat. Man sieht leicht, daas aUdano 

y = « + gi I + kj i' + ■ ■ ■ + K- 1" 
seyn muss, wo nun g, gi , ■ • ■ . g. (der Anzahl nach n + l) so za bestimmen 
sind , dass für x = a , «,,..., a„_i , b : y = y^ , y, , , . . , y„_i , yn ist. 
Daraus folgen für g, g| , . . . , g. bestimmte Werthe, nnd es gibt eben dess- 
halb nur eine einzige ganze Funktion von $ vom Grade n, welche diesen Be- 
* dingangen genügt. Finden wir also irgendwie eiae solche, so ist es die ver- 
langte. Als solche erscheint aber sofort: 



(.-.J (.-».). 


. (.->.-!) <•-«'• 


(I-.) (I—J. 


. fr-<..-i)(i-b) 


(">-•)(«,-«,). 


.h-»^,)(.-b)^' 


(X-.) fr-.,). 


.(X- .._,)(•-..-,) 



-») (b-a,)...(b-B._,)(b-a^,)'"' 

welche sicher vom n*" Grade ist, nnd den obigen Bedingungen genfigt. 
Setzt man 

(l-.)(l-a.)(x~«,)...(x-i._,)(l-b)-f(l), 

BO heifist diese Gleichung auch : 

WO die angehängteo Zeiger andeuten, man solle in der eingeklammerten 
, Grösse z ^^ a, a^, . . .,h setzen. Demnach ist 

Diese Fonnerist genau richtig, wenn wirklich y eine ganze Funktion des 
Grades n ist; sie ist nur nähemngs weise richtig, wenn diess nicht der Fall 
ist. Sie gilt natürlich auch , wenn », o^ , o, , . . . , «„-, , b in gleichen Ab- 
ständen sind. 

III. Die Grössen -^, ^^ -^ sind Produkte vonn Faktoren 

des ersten Grades, ihre Integrale lassen sich also immer tuunittelhar er- 
mitteln. Zn dem Ende bemerken wir, dass: 
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fr-■^){I-.,)(»-a,) = x'-(., + », + »,)>'+(».». + ».». + ». ''j)»-».»^«.. . 

(i-.,)...(i-a,> = i^— (».+«, + ft, + 8.) i'-i-{a,i,+a, a,+B,a,+«,a,+ai a,+ 

, »,a,)i'-(«,a,a, + a,a,&j + a,a,a, + ai«,a;)i-l-ai»,a,a,. 

(i-a,)(i-i.>...'(i-«.) = x°-C.i"-' + C,i-»-C,i-' + ..±C._,x + C„ 
weon mao mit G,, C,, ■ > ■ , C. die Summe der CombiDationeD zur ersten, 
zweiten ,■■'., n"* Klasse aus den ElemeoteD a, , a, , . . . , a, (ohne Wieder- 
faDlungeD) bezeichnet. 

Man kann fibrigeoB auch etwas anders^ verfahren. Gesetzt Dfimlich^ 
man habe irgend wie 

f(i> = Aa + A,i + A,i' + ....+Ä,+iT-" 

gefanden , und sey x ~ k einer der Faktoren von f (x) ; ferner 



80 n 


osB identisch 




Ä, + Ä,x + Ä,s' + ... + A, 


seyn 


Darans folgt: 




A,=--B,k. 




A, = B.-B,k 




A,=B.-B,k 



__Aj 

k ' 

B,— A. 



womach Bg, . . . , B. ans A,, A,, . . . , A,*i leicht gefunden werden. Ist 

DUO 

y;w».=A.x+A,^+A,^+...+..i^+»„,i^. . 

80 ist also 

/m8, = B,x + B.-^^B4-H... + B.g^. 



_ B.-A, 



Wie man sich noch weitere Erleichterongen verschaffen kann , ist wohl 
nicht Echwer.abznsehen. Das Gesagte mag aber genügen. 

Diaufcr, DUhiutUl-o. [■Utnl-Rtekiuf. 1. Aafl. 1? 
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§. er. 

' Cnmittelbare Ableiinng der in %. S6, I gsdMbten Ntbeningafoniiefai. 

I. Sejen 7,, ;,,■■', y. die gegebenen Werthe der (sonet unbekannteD) 
Funktion y far x ^ , h, 2 h , . . . , n h , nnd man bilde , wie in §. 66, II die 
DifferenzeDreihen nach der dortigen Uebersicht, in der y^ ^'^ die Steile von 
y tritt. — Die Fonnel 

'=^.+-r^'-+fa-os+fa-o(f-osi+ <•) 

bat nnn die Eigenschaft, dass venu x=^0, h, 2h, .... ist, man f&r y findet 
y«" yt« y»' ■ ^^^ x = rh erhält man nämlich 

nnd es lässt sich leicht beweisen , dass der Werth der zweiten Seite dieser 
Gteichnng gleich y, ist. * Man kann also die Formel (a) ganz wohl ala all- 
gemeinen Ausdruck fSr y als Funktion von x ansehen (§. 66, II). 
Multiplizirt man jn (a) die Produkte ans, so ergibt sich: 

welche Reihe sich leicht weiter fahren lAsst. 

Setzt man in der Formel (a) y, darchweg an die Stelle von y,, so er- 
hält man 

,.-.+i^..-.ie-.)4s^+ia-o(f-o,^- <•> 

welche Formel fQrx^^O, h,2h,... liefert: y' = y,, y,+i, y^-i. , 

wi^ man sich leicht fiberzengt,* wenn man das Schema des §. 66, II mit j, 
statt yo beginnen lässt. 

Daraus folgt, dass wenn man in (b) i^r y« setzt y, man ans dieser 

• Maiih»taoiS.6e. H: y. = 7o + ^r.; yi = 7i + ■^1 ^ye + '^Tx.+ '^ro+'^'ro 
= y, + 2-<r, + J'y,; y,=7, + .4y, =y'>+2 Jy, + ^'ro + Jy, + J'y,^yo + 2Jy, 
+ *rf'y, + Jyo + 4'yo + J'y, + .4'y^ = ya + 3Jyfl + 3J'ra + .^'y, ; »t dann 




wodimh dai SftU bBTisHD iit (%. 18, U). 
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AbMtuiig dir Fonoeta in {. 66, T. 

Diess ist nun die Formel (36') des §. 66 mit weitem Ver- 
besse ran gen. 

EU. Ana (b) folgt eben so: 

d.h.<l»4y, =y, -y,. J*y, =y, -2y, +y,: 

SetBt man hier y,, y„ y» ffir y,, y,, y,, so erhält man / y8x, n."«. w. 
Daraus dann 

yj"N8x = -|-[ro + 4y.+2T, + 4r, + 27. + + 4j,._, + „J 

-^[^•y, + ^*r. + ^*y* + + ^jn.-i] 

+ ^[^y, + ^*y.+4'r. + + ^»y.^.] . (S»> 

welches die Formel (37) des §. 66 ist. 

Da man diese Formeln dut dann aswendea wird, wenn y nicht als 
Funktion ron x, sondern nar in einzelnen Werthen gegeben ist, so genfigen 
die beiden Formen io (38) nnd (39), welche das bestimmte Integral hat, 
TollstSudig, Ist nämlich/ ydxznrErmittlang vorgelegt und es ist ßkrz=a, 

h, . . ., a + nh:y = y,, y,, ..., y,, seist die Aufgabe dieselbe, wie die; 

ydx m bestimmen, wenn fQrx = 0, h, ...., nh die Werthe ron y 
sind y« 1 yi , • . , y,. 



r 
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264 Difieccntialqaotienten bei Fnnktioaen mehierec TeilnderlicheD. 

. Sey also z als Fttnktioo von x and y angeaeben, bo kann man z sieb ändern 
lassen, ohne dass y sich ändert, and y, ohne dass x eine Aenderang erleidet. 
Mit anderen Worten, man wird die Gleichnng (a) nach x differenziren dürfen, 
wobei y konstant ist, und nach y, wobei x konstant ist. Daraus folgt 
(vergl. §.17): 

woraus x-, p, d. b. die partiellen Differentialqaotienten von z nach x nnd 
y, folgen. Differenzirt man diese Gleichungen wieder nach x nnd y, so er- 
hält man {§. 19, IV): 






m- 



BfB'« „ 



woraus dann j— = . . , , x-i folgen , u. s. w. 

öl tliBj By 

m. Bestehen allgemein zwischen den n Veränderlichen x, , Sj, , 

z„ die m Gleichungen 

)».{»,.-, x.) = 0, 1 

».(!.. I. x.)^0, / 

: " , 1 ^* 

»-(li.i, xj = 0, ) 

WO m < n , so sind in Folge dieser Gleichungen m der Veränderlichen ab- 
hängig von den n — m übrigen, welche letztere aber rolUtändig onabhängig 
von einander sind. Sjnd so z.B. x,, x,, ..., x_ abhängig von s„^,,..., x,, 
so darf man die Gleichungen, (b) nach jeder dieser letzteren Veränderlichen 
differeuziren , wenn man dabei beachtet, dass x, , . . . x„ Funktionen dej^eiben 
sind. Han erhält dann m (n — m) Differentialgleichungen der ersten Ord- 
nung zur Bestimmung der Differentialquotienten r - ' ■ '— ~; --.; ■ ; ■■ - - ■ ■ 

" ' fl~^ ' "^'^ '" derselben Zahl sind. Diese Gleichungen haben die Form : 
e»i Bio, 8»! 



8 T B Ii e gl B I; 

Bi, Bz, dl, Bi, 



wenn man hier (Ersetzt: m + 1, m + 2,..., und Pärg/dnna gi„ ^t,-.-, g>nf 

Wie man eben so za hOhereti Ordnungen aufsteigen kann, ist klar. Als Bei- 
spiel wollen wii dik Gleichung 

betraohten. Han zieht aus ihr (r' konstant) : 

DigitizoobyGoOt^lc 
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266 TeitaiuotfiDK d«r nubhiogig Tsiftoderikhan. 

BO ist 

wodurch DQD unsere Bebaaptnng bewiesen ist, da fDr r^2 der Satz 
gilt (§. 18, II). 

§. 69. 

TeitanichoDg der nnkbh&ngig Terlnderlichen. 

In §. 21 haben wir geseben, in welcher Weise die Differentialquotieoteo 
aDszndrücken siad, falls man ffir die seitherige UDabhSngig VeräDderliche 
eine andere wählt. Für den Fall mehrerer nnahhängig VeränderUchen lässt 
sich diess eben so leicht nachweisen. 

I. Sey zun&chst z eine Funktion zweier nnabhängig Veränderlichen x 
und y, and man führe fUr diese zwei andere u und v ein, die mit x and y 
zusammenhängen darch die Gleichungen 

? (I. y, n, t)!=0. v(x, f. », t)=0, (a) 

80 folgt aus (a), dass x nnd y Fnnktionen sind von nnndv, während letzters 
Grossen von einander unabhängig sind. Demnach hat man'(§. 15):' 

8d 8160 ByBa' Bt eiBT'^ByBv' ^' 

Die Werthe von T^ , p. g^, r^ folgen (nach §. 68) ans den Gleichnn- 
gen (a); setzt man sie in (h) ein, so kann man hieraus die Wnihe von 
g-t r-, ausgedrückt durch r-. g- finden. Differenzirt man die Gleicbongen 
(b) wieder nach n und v, und beachtet dabei, dass z~ • ü~ im Allgemeinen 
von z nnd y abhängen, welche Grössen Funktionen von a und v sind, so 
erhält man (§.19): 

eil' 6x'\&aJ BiBy8nen ey'VÖn^ 8*60' ByÖu'' 
ajt'_8'» 81 81 8'z f6i 8y 61 8y \ , &!* 67 ?1 . ^ 8'x 6» e 'y _^ 

80 8t Bi'BnBr 8x8y VBu 8t BtBii,^ By' 8u ftt 81 8n Bt By BneT* 
f'j_t't/'i±\' 6'i 8187 8'f ('8y-\' 81 8^ 81 8^ 

Bt' Bi' VStJ BiBtBtBt Bj' V8tJ ■^e»8T'"*"ey 6t'' 

worans, nachdem ^-4, . ' . ^,< 7—,. r - 1 , t-i noch aus (a) gezogen 



wnd, diflWerthe voDg^. eTfi-e^ißg^- i^' b7. "'»««Wcl't, folgen. 
Wie man hier zu hSberen Ordnangen ttafsteigeo kann, ist klar. 

n. Es kann «ich ereignen, daas wenn z eioe Funktion der zwei nnab- 
häogig Yeränderlichen x, y ist, man für die drei Veränderlichen z, y, s drei 
andere i, gi, y einführen will, wobei dann (p, y/ als neue nnabhftngige , r ala 
abhängige Veränderliche angesehen werden mnss. Gewöhnlich kennt man 
dann x, y, z als Punktionen von r, 91, ip; im allgemeinsten Falle hätte man 
zwischen r, <jp, 1/1, x, y, z drei* Gleichungen ; 

(,(r,».?.,i.T.i> = 0. (,(r.»,(..i,y,.) = 0, ^ (r, ,, v.i,t,.) = 0. ■ (e) 

vermöge welcher t- , r- , durch Diffi^entialqnotienteD von r nach 91 nnd 

if> aaszndrQcken sind. Dlfferenzirt man jede der drei Gleichungen (c) nach 
ijp nnd 1/f, wobei beachtet wird, dass r eine Fanktion von 91 und yt, desegleichen 
undy, md da.. |i = |i |^ + 5^" Ü . t!:^'- «i + if '-1, ,„ „hutman 

' OtP DI Dfl Oy 0^ O^t Ol Ofl DfJJIp 

sechs Gieichnngen , von denen die zwei ersten sind: . 

8r B»>e».Bi«»8y e»e« M»e»er a^y 
St a»8(.6ie*6yevöi veis* eye»./ • 

nnd die vier anderen hierans erbalten werden, wenn man f,, f, für f. setzt. 
Durch diese sechs Gleichungen drückt man g^. e^. ä^- e^. e^ ä^ + B^ 8^. 

~ z^ + -^ ~ durch die übrigen Grössen ans, nnd kann dann ans den beiden 

Ol B» öy ö» 

letzten Werthen r-, t- finden. In dem gewöhnlicheren Falle ,_da 
x = 4(r,)»,*),y = f,(r,»i,V).« = ii(f,)»."I')/ 

bestimmt man zunächst nacbNr.I^, t- durch ^-, ^- und bildet dann 

8x 8y 8* 8* 

diese letzteren mimittelbar aas der dritten Gleichung. 

, Han sieht hieraos leicht, wie man sich zn benehmen habe, wenn Funk- 
tionen von mehr als zwei Veränderlichen gegeben sind. Wir wollen daher 
an einigen Beispielen das Verfahren erläutern. 



1. In den Oleiahnngen 

8i 8i „ 8i 8i „ B'i , 8'« „ , , 

oy öl Ol oy oy Bi 

■oUea X und y durch die neuen unabh&ugig VeTüoderliolieit r und <i> enetzt werden, 
wobei 



oyCoOt^lc 



II* f . w. , mithin 



r=rä~''-+2i: 






b«. Bi_B£ 
r • 8y 8r 






:;+yfl^='(r' ! 



*ei ' '8y '8t' 8i'"^ey' Br- t' 6«* t 8 
d. h. die drei Gleiehuugen (e) sind : 

18'. 18« ^ 



— =0, r — =0, - 



2) Uan aoD die QröMe y *"^'(ö~) "^ ( ä" 3 ™°'^™'^''' indan fBr die iin- 
afahüiigig Ver&nderlicheii x, 7 die neuen qg, if eintreten und aU abh&ngig Verändet- 
liehe r erscheint, wobei 



8» e» o(' eif" 

8y 8r . . . Bf 8r . 

09 B9 OlfiSifl 

61 8t . Si Br . 

Olfl Olfi Oip vv 

Denutfwb wegen 

e«_6i 6x e» By 6»_8»8« . 8«ey. 

e« e« B»t , 8y B»* 8t~8«8» 8ye»' 
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d*» /"D'n 8« , 8'o 8y , B'q 8^^ . 8n f S'n Bx 

!P=-(.eP 8-;+8l8i JJ+iTe; »;r""""''^8i"""»"-U-785 ü 

e'u 6y 8'u BiN Sa /" e'a Bi- B*n Bt 

+ 8?8-^+87F.B^>"-'*^*-e7"'^""*-^le-78;6-^ + 878?6;, 

B'nei'N eu . 

+ e7*e;>""-B^''*"' 

e'o , , , , , B*n , . , . , , B'n , , , „ 8'u , . , . 

öl öy Ol Ol oy 

. 8'a , . „ e'n . . 8" 

— 25— j-t'»tH>«o«I>«ai* — 2j— — t'«wi»e<>»^»Mnp— r-teM)>«(wi(. , 

0x0* oyo* Ol 

Bn . Bn . 

— —reo* »>»♦«♦— T-r»tiii>, 

6'n /-e'oBi B'o 8y^ B'o 8i-\ Bn _^ Z' 8*" Bs 

e'uBy 8>n Si^ Ba 

-^ B? Bi;-^8-7ei B^;'**"'"^"- eV*""'*"* 

Ol oy oioy oa 

Bn 
— g-rflMvwn*, 

«orati« leioht folgt I 

B'n 1 fl'g 1 B'n 2 8n 1_ 8n_e'n B'q B'n 

B»'"*"!» B»''^r'eo«V 6»' r 8r t* ^''8».~Bi' By* 8 1'* 
M das« die Gleichung (f) ist 

B'u 2^Bn le^ 1 a'n 1 !?__(, , 

Br'"*"! Br r' Bfi''*'»'««'». B*' r' '^*B»*^ ' 
oder wetm m&n beoelitet, da» 

B'n 2 en_ 1 8'<rn> 

Br' r 8r~ r Bt' ' 

J- fl'tra) 1 8^_^ 1 ' 8^ 

r Bi' "^r' 8>* 



* Dieie Gldcbnng htiMt aoeh, aachdem de lüit i' mnltipliiirt voiden: 

etV Sr^ M»»iByk.6ji V «Ol*» Bifi' 
. . . Bp Bpeu 8p 

r, V nj+s Is"' V"^.'^^ 8V "• 

d. h, wegen <m'^^ 1 — p}; 
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272 Dm Ta^iw'MlM 8a^. 

Setzt man liier « = 0, so gehen s!, y', z', . . . in x , y , z , . . . Über; eben so 
geht der Werth von — ' - ^ ' --■ in den von - — ^I' "• ^* *• "l'^'"' * ""d*^ *^*^- 
selbe gilt von deo hohem DiffereotialqnotieDten. Man hat also 

r.,o,= (Av + ±i.+Ar + ..)-,(.„ ,, 

nud 

«-F-(0) = «-(^h' + ^k' + -.)"r(i.y,«...)=(^«h' + ^«k' + ..)~f{«,T,...) 

indem mao sich leicht fiberzengen wird, dass diese Art MaltiplikatioD ge- 
stattet ist. 

Dem Dach : 

l(i + h,j+k..+l,...)^r(l.7,«....)+(^>'-h^k + ^l + ...)f(j.y ) 

(«) 

, ü 

wo C^ der Werth von 

(Ä'+^'+Ä'+-r'<-' > 

* Bildet man di« beiden OrOtaen 

8t(,'.;-,.',...) e(».> ) 

fj »d j- , 

■0 UntcD ile dnrebant gleich , iidt iteben x', y*, ... in der eiaen an dar Stelle von i, y, . , , . 
in der andern. Llot mui also in dem ersten entvickeltan Änndracke a==0, d. h. x'=x, 

j'^f Verden , lo mau er genau la dem werden , irsi der iwaita Au«<kack onnittel- 

bai gibt. 

Man kann, am sieb die Sache rollkoaimon klar m macben, au einem Beispiele die Rioh- 
tigkait diaiar Behauptungen nmoittelbor an<chanen. Sey t. B. f(i, j, %) = x*j*t*, alw 

f(i',r',z') = i"r"a", nndieyin — al.'!'. ' lu letien o ^ Ö. £■ lit ab« 
Demnach i«t Ar a = 0; 

wie Brtiebtlich, identiioh mit — „ ^ ' ^ . 
Byai 

DiqmzecbvGoOf^lc 
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■§. 71. 

Anwandimg anf anbestimmee Form. 
Eine weitere AnwenduDg der obigen Formeln kann, ähnlich wie in §. 56 
IV, bei den Formen -jr^ fGr Fanktionen mehrerer Veränderlichen vorkommen. 
Seyen n&mlicli f(x,y),r(x,y) Funktionen von x, y, die für x=a, y=b zu 
Nnil werden, so wird 'Jf — l in dieeem Falle zu -^. Setzt man nun znnächst 
x=;a + h, y = b + k, so wird 

F(i,y) F{a + h,b+k) 



wenn man in den Differentialqnötienten für x und y setzt a nnd b. Da hier 
f (a, b) = 0, F (a, b) = 0, so fallen in Zähler und Nenner die ersten Glieder 
weg. In dem Bleibenden hat man dann h, k gleich Null zu setzen; man 
sieht jedoch, dass, ohne zwischen h nnd k eine Beziehung festzustellen, hier 
gar Nichts zn entscheiden ist. Sey also k = a h , so kann man dann Zähler 
nnd Nenner durch b dtvidiren, und wenn man nanmehr b = setzt, so ist : 

ü il 

f(i». b) „ 8x"'"° 8y 

P(», b) 8F 8F 

■ Bx ey 

WO in den Differentialqnotienten x = a, y = b gesetzt werden mnss. Ist nicht 

5- = 0, g- = , so bleibt wegen des willkürlichen a diese Grösse immer noch 

unbestimmt; bestimmt wird sie aber auch, wenn t- :=^ 0, r- = 0. Wären die 

' ey '-By 

vier Differentialqnotienten erster Ordnung 0, so müsste man zu denen der 
zweiten Ordnung gehen und hätte : 





F(» 


. b) 


8x' 8 


i8y 


6y' 




B-h 


i8y" 




n. 8. w. Wie man 


bei mehr als zwei 


i Veri 


mderlich 


schon klar. 












1) Z. B. die GrtSBe 




iJäz 


-IM 





wird -5- für j=I. 7=1. Hier ist ^ = -^,^=-^,^=1.^ = 2; nrx=] 
y-^ I sind diese OrQasen 1 , — 1,1,2, so dasg der Werth des obigen Braches = 
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§. 72. 

UHiinft DDd Uinima fOr FanktiDnen mehrtnr TtrSndtrllcfaen. 

I. Sey f (x, y, z, . . .) eine Funktidti der ODabhängig VeränderlicbeD x, y, 
z, . . . , so sagen vir, ditiBelbe erlange fbr x ^ a, y ^= b, z = c , . . eioea grOsB- 
ten Wertli, wenn f (a, t>, c, . . .) grSsser ist als die Werthe von f (x, y, z, . . ■), 
voria x, y, z, . . . nnr wenig verschieden ^ind von a, b, c, . . . ; dagegen wird 
f (a, b, c, . . .) ein kleinster Werth seyn, wenn diese Grösse kleiner ist, als die 
80 eben angegebenen Werthe (§.>24). um nnn die Werthe a, b, c, . . . zu er- 
balten, sey im Allgemeinen x=;a + aQ, y = b-t-/?u, z^^c + yn,..., wo«, 
ß, y,... willkOrliche Konstanten sind, n ober sich ändern kann. Nach un- 
serer Erklärung ist nun die Grösse 

f(a-l-«n, b + iJn. e + yo....) 
ein Maximum oder Minimum , wenn' u = ist. Setzt man znr AbkQrzung 

f(a-h«Q.b-t-«n, c + ro,...) = r(o>, 
so erlangt also F (a) für u=;0 einen grössten oder kleinsten Werth. Daraus 
folgt (§.24), dassF' (u) für u = Null seyn muss, d. h. dsss F'(0)=Oist. 
Ist dann F"(0)>0, so hat F(u) einen kleinsten Werth erreieht; i8tF"(p) 
<0i einen grössten; w&rer"(0) = 0, so mfisste auch F"' (0) = seyn, 
und das Zeichen von F*(0) würde angaben, ob man ein Maximum oder Mi- 
nimum hätte, a. s. w. 

Mnn ist (§. 68, IV) allgemein 



^■^■'>=G^'-Ä^-^Äv^-)"'^- 



■-). 



wo man für a + otu, b+(Su, c-+-yu, ... wieder x, y, z, ... gesetzt hat. 
Setzt man hier u = 0, soÜeisst diess ffir x, y, z, ... setzen a, b, c, . . . 
Daraus folgt zunächst 

„ , , Bf 8t B( 

und da für u=:0, d. h. x^a, .y = b, z = c,... diese Grösse Null seyn 
muss, was auch immer die ganz willkürlichen Grössen a, ß, ■/, . . . sind, so 
wird diess nur dadurch geschehen können, dass jedes Glied für sich Null ist,- 
d. h. dass man hat ; * 



* EslSsfttichdiflMBahtaptatig, die vohl an ond fOr dcb klar l»t, Obiigens I«icbt 

fBmdieh eiweiun. — Sagt man' etwa, — mOue niebt Nittl leyn , %o laue man die (willkQr- 

liehen} GrOuen a, 7, . . . ITnU «erden, nnr ß nicht Alidann ist F (u) = ^ — , tu ancb jeUt 

ooflh für n :^ Ntül gern; da aber ß nicht Ifnil ist, lo matt — = Oieyn o. i. w. 

Dabei iit in beachten, dasi maa meint, ei müuen in den Gleichungen (a) x, y, i, . . . 
dnnshs.b, c, ... enetzt «eidep , d. fa. da» di« am (a) hettimniten Werthe Tonxl ;,i, . . . 
eben di« GMiien a, b, c, . . . leyen. 
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278 Bwondtier TtM zwaiu VwIndnlielMB. 

Beyo, BO miue nothwendig B ' — AC negativ seyo. Dcdo wfire B * — AC po- 

. B' — AC , . . , B , /" B^' 

Bitiv, also — j:;^ — auch positiv, so mache man m nar ^ — -p-, also I m+— 1 

1= , and obige GrOsse irird = — ~~c' — ' ^° negativ; macht man dagegen 

m gross genag, damit ("i+c")^ — ^> — **?' *" ^"' J*"* Grösse positiv 

aus, hat also ein anderes Vorzeichen als vorhin. Ist dagegen B*— AC<0, 

B'— AC „. , /' B^' B*— AC . . .,. , 

so ist ^-, — positiv, also ( ™+-c 1 wt — immer positiv, was anch 

m sey. Für den Fall , dasa B ' — AC = , wäre die nämliche GrSsse = 
(0 + -^) , also fUr alle m positiv, ausser flirm= — -^, vo siä Nnll wäre. 
In diesem Falle hitte man eine weitere Untersnchnng nOthig, wie wir so- 
gleich sehen werden, nachdem wir im Angenblicke diesen Fall werden ans- 
zoschliessen haben. 

Es folgt nnn aas dem Vorstehenden, dass f(a,b) wede^ ein Maximum 
noch ein Minimum seyn kann, wenn B' — AC positiv ist. Ist dagegen 
B' — AC<0, so wird man einTHasimom haben, weon C<0, da dann 
«'clfm+yj — ■ "i — I immer negativ ist; ein Mini mtim dagegen, wenn 
00. DajetztB* — AC <0, alsoB'<AC, nndB' sicher positiv ist, 
BO mfissen notbwendig A nnd C dasselbe Zeichen haben, also beide positiv, 
oder beide negativ seyn. Ist diess nicht der Fall^ so hat man weder Maxi- 
mum noch Minimum. Eben so kann jetzt keine der Grössen A .oder C Nnll 
seyn, da sonst B ' — AC := B ', also positiv wäre. 

Für den Fall nan endlich, dass B* — AC = wftre, würde zwar 
a'crrm+— J — — ^j — 1 för alle m dasselbe Zeichen haben, wie C, also 
dieselbe Regel, wie so eben ftlr B' — AC<0 gelten, ausser für m=; — g, 
wo obige Grösse würde , und man nicht wissen kann, ob diese Grösse po- 
sitiv oder negativ ist. In diesem Falle hätte man in 

zu setzen ß^ma= — ~a, x^a, 7 = b, nnd es müsste dieselbe werden, 
wenn man ein Maximum oder Minimum haben sollte. Wttrde für dieselben 
"Werthe dann 

(e B \*, 8't . , B*f '. 6*f . . e'f . B*f . 

positiv, BO hätte man wirklich ein Minimum, wenn anch C> , würde diese 
Grösse -aegativ, so hätte man ein Maximum} wenn aach C < 0. 

Im Altgemeinen wird man jedoch in diesem Falle besser thnti, uf 
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aaderem Wege sich die Gewissheit zu verschaffen, «b eio Mazimnin oder ein 
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(ED— BF)'<(D' — AF)(E*-CF), so haben aoch D'— AF nnd E?— CF' 
dasselbe Zeichea, d. h. es ist D'— AF < , so daas anph A und F dasselbe 
Zeichen haben. Für den Fall des Maximnma oder Minimums haben also A, 
C.J^ dasselbe Zeichen, ferneristE'— CF< 0, D'— AF<0 and {ED— BF)* 
— (D' — AF)(E'— CF) <0. Fällt eine der eben negativ vorausgesetzten 
Orössen positiv aus, so hat man weder Maximum noch Minimum; fällt eine 
oder die andere gleich Null ans, so muss man sich durch besondere Unter- 
suchung versichern, welcher Fall hier eintrete. 

Man ersieht aus dem Vorstehenden schon, in welcher Weise die Unter- 
Buchung fortgeftlhrt werden kann, ohne dass wir die nothwendig weitläufigen 
Formeln hersetzen. 

§■ 13. 
Bclatire Maxima and Micfma. 

Gesetzt x, , s, ,..., x„ seyenn Veränderliche nndP(x,, Xj,. ... x^ eine 
Funktion derselben; zugleich bestehen aber zwischen den n Veräuderliebeu 
noch die r Gleichungen : 

f.(x..i., x„) = 0, > 

*.(>.. 1,. i.) = 0, ( 



(«) 



^{»..*, 1.) = 



WO r< n, und WO es ferner nicht gerade erforderlich ist, dass in jeder der 
Gleichungen (a) alle n Veränderlichen vorkommeufi nur sojlen sich diese 
Gleichnngen nicht widersprechen, und auch nicht der Art seyu, dass einige 
der Veränderlichen aus ihnen bestimmt werden können , da in diesem Falle 
diese Veränderlichen bestimmte Werthe hätten, also nicht mehr veränderlich 
wären. Man soll nnn die Werthe ron x^ , x,,.--, x, bestimmen, so dass 
F (x, , . . . , X,) ein Maximum oder Minimum wird. 

Der zunächst sich darbietende Weg scheint hier zu seyn , vermöge der 
Gleichungen (a) r der Veränderlichen durch die n-~r übrigen auszudrücken, 
ihre Werthe in F (x^ , . . . , x.) zu setzen , und dann diese Funktion von n — r 
unabhängig Veränderlichen nach §.72 zu behandeln. Dieser Weg ist aber 
nicht immer der kürzeste, noch der bequemste, nnd wir wollen desshalb den 
folgenden einschlagen. 

Seyen vermöge der Gleichungen -(a) die Grössen x, , x, ,-. . . , x, als Funk- 
tionen der unabhängig bleibenden x,^,, x,+(,;.,,, x„ betrachtet, aIsoF(x,, 
Xi,...,Xb) eine Funktion dieser unabhängig Veränderlichen nnd der davon 
abhängenden x^ , . . . , x„ so werden nach §. 7S, I die Differentialquotienten von 
F (Xi , - . - , s„) nach sämmtlichen unabhängig Veränderlichen Null zn setzen 
aeyn. Beachtet man dabei, dass x, , . . . , s, Funktionen jener sind, so erhält 
pian (§. 16): 



or Google 



RcIUItb Haxinift and Hinima. 
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BeitpUe. 
— j die drei Seiten, so ist bskanntliah 



ov Google 



284 - 

Kurre; ß eine Fnnktian Ton'a we^n der der Bwelten Kuire. Ferner igt du 
Quadrat dei Entfemang 

<i — a)' + (y — j9)* = n = Uu. odsr Min. 
Hier ist 

.U=,_,+„_„|j,.»_»=_<._.,_ö-«y, 

worin die Ditferentialquotieoteii aui den Oleichuag^ der zwei Kuiren zu ziehen «ind. 
Arn den Qleichungeta des Haxjmums oder Hinimnnu 

nebst jenen Kurvengleiehuogen zieht man die Werthe von z, y, a, ß, bestimmt algo 
die Gerade Tollständlg. Soll ein Maximum ^t^r ein Minimum rorhaDdeQ^ejn, «o 
muss für die j^fbndenen Werthe : 

• [-HS]'-['-GD"*<'-«IV;][-G-O"-<'-«0]<» 

seyn. Ans den Gleichungen (a) folgt leicht, daas der Punkt {a, ß) in dar im Punkte 
(x, y) an die erste Kurve errichteten Normale liegt; eben so der Punkt (z, j) 
in der im Punkte (a, ß) an die ziveite gezogenen Normale, so dass also die kürzeste 
oder längste Qerade, wenn sie vorhanden ist, auf beiden Kurven senkrecht steht. 
f^S- ^'' rV' Aus vier gegebenen Seiten a, b, o, d soll das mOgUoh 

grOsBte Viereck (Fig. 41) gebildet werden. 

Sej X der Winkel , den die Seiten a nnd b, y der, den o nnd d 
mit einander machen, so muss in den beiden Dreiecken, in denen p 
«> *l (Diagonale) vorkommt; 

p>=s.' + b' — 2ab<:o#i, p' = c*H-d' — 2ode(«y, 
so dass aUo 

a' + b' — 2»bnwx = o' + d' — 2cdn«r 

sey n wird. Femer ist der Fl&cbeninhalt des Vierecks 

|abnnz + Jcd*«n<r, 
welche Grösse ein Maximum seyn muss. Gemäs §. 73 hat man nun die Differential- 
quotienten nach y nnd x von 

iab»i.i + Jed»«y + k(a' + b' — c' — d' — 2ab*<«x + 2od.«)*y) 
Null EU setzen, d. h. man bat ; 

labeofZ + 2kab»Mi = 0, icdB<«r-2kcd««y = Q. 
Hieraus : 

d. h. 

#««(i + r) = 0, x + y = «, 



ov Google 



»Google 



Da 



findet sioh hieraut — 
der OleisliDiig a^ff[(l + m')x 



also 7 iD X ausgedrückt, und dann ergibt 
+ (1 -f- m) I Vy' + (1— m)'x'] selbst x. 



D»Vin'(l— m')'+(H-iii*)'> I +m*, so gilt nur diu obere Zeicheo ; ist aUo 



4-V(l + in') (!+«')] = ». 



Fa»m=l folgt hieraus A = 2, r = 2i. x=y ^(vergl. §,25, XI). Für 
m = hat man einen voUstäDdigeo Kegel und es ist X = 2 V 2 , f = 2 V 2 x, 

»=V «(,+3) =tV-s"- 

TL füne Zisterne soll eine beitimmte Menge Wasser aufnehmen kOnnen und 
in der Torrn eines rechtwinkligen Farallelepipeds hergestellt werden so, dass die 
innen Verkleidung möglichst klein ansfiille. 

Also ist, wenn x, 7, £ die drei an einander stossenden Kanten sind : 

xj* — a^O, x; + 2iE + 27z=:Hiniinnm. 
Daraus wie früher: 

y + 3i + kri = 0, x + 2f-+-kiii— 0. 3i + 2f + kiy = 0, iy» = a. 
Han lieht hieians ; 

T-i + k«(7-i) = 0, {j-x)(H-kz) = 0, 

alsoy=xoderH-ks=0; imletzterenFallek = , y + 2a'— y = 0. 2z = 0, 

was unmöglich ist; also7=:x, dann 



= f 2a. y = f aa. 



^ = ^Y2l 



FiS,.4S. 



TU. AB sey TreiiDungBfläc)ie zweier Räoine, in deneD ein (Liebt-) Körper 
sicl) mit imgleicher GeschwiDdigkeit bevegt, im Raame AEB nämlicb mit 
der Geschwindigkeit V,, in AFB mit Vj (beide 
konstant). Welchen Weg muss dieser Körper 
einschlagen , um in der kOrzesten Zeit von C 
nach D zu gelangen? 

Sicher wird er in jedem der zwei Känme 
s in gerader Linie sich bewegen, also etwa den 
Weg COD einhalten, and AB in treffen. 
Han fälle von C und D auf AB die Senkrechten 
CG, DH und sey CG = a, DH = b, GH=c 
GO = x, OH = y, 80 ist 
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Sind zwei Grfiasen so beschaffen, dass ihr (vermeintlicher) 
UnterBchied unendlich klein ist, so müssen sie gleich seyn- Denn 
"veno der Unterschied = a wäre, wo a klein aber bestimmt, so vQrde diess 
dagegen streiten , dass dieser Unterschied beliebig klein gemacht werden . 
kann. Demnach ist derselbe durch keine anch noch so kleine bestimmte 
Zahl anzugeben, mass also Nall seyn. — Ist eben so der Quotient zweier 
GrBssen von 1 nur dm eine unendlich kleine GrSsse verschieden , so müssen 
die beiden GrOssen gleich seyn. 

Man pflegt diess manchmal auch so auszudrucken, dass^man sagt, man 
kfinne unendlich kleine GrCssen neben endlichen, die höherer Ordnung nebea 
denen niederer Ordnung vernachlässigen. Darunter ist aber nicht eine An- 
oäherung zu verstehen, vielmehr mQsaen, nach dem eben Gesagten, diese 
anendlich kleinen Grössen weggelassen werden. 

U. Hierauf hat man die Bechnung mit anendtich kleinen Grössen ge- 
gründet. Ist etwa die nnendlich kleine Aenderang von x' zu bestimmen, für 
eine nnendlich kleine Aenderung dx von s, so setzt man (§. 11) d (x') 
= (x+(ix)*— x'=2xrfx-4- (dxy und vemacbläsaigt nun(dx)', als anend- 
lich klein der zweiten Ordnung, gegen 2xdx, so dass d(x^)=^2xdx. Dass 
diess darauf hinausläuft, das Verhältniss von d(x^) gegen dx (bei unendlich 
kleinem dx) zu ermitteln, ist leicht zu übersehen.* Dieses findet sich nämlich: 
-^=-2x + dx, wo nun (nach I) dx zu verwerfen ist, öidem -^und2i 

nur um eine unendlich kleine Grösse verschieden, also gleich seyn mOssen. — 
Anch der Satz in §. 7, IV, der in §. 41, I, §. 45, I u. s. w. wiederholt warde, 
gehört hieher. Wir wollen jedoch auf denselben nicht besonders eingehen, 
da die genaue Begründjing am besten immer geführt wird, wie an den be- 
treffenden Stellen geschehen. 

Beh&DdlDDg von Anfgaben , in den«n itetige Fanktiooen TOrkoinin«n. 

III. Bei Aufgaben, in denen Grössen vorkommen, die sich stetig ändern, 
haben wir immer die Betrachtung der Gränzen angewendet, d. h. wir haben 
die unabhängig Veränderliche sieb um eine endliche Grösse ändern lassen 
nnd angenommen, die abhängige Grösse ändere sich während dieser Aende- 
' mng nicht, sondern springe bloss am Ende in den neuen Zustand- über. 
Sprachen wir diese auch nicht in der eben gewählten Form ans, so ist dieselbe 
doch den Anschauungen zu Grunde gelegt worden. 

So dachten wir uns , als in §.11 die Richtung der Tangente bestimmt.' 
wurde, es bleibe die Kurve (Flg. 1) von x = OD bis OE (wo DE = Jx) eine 
Gerade, ändere also ihre Richtung nicht, bestimmten die Richtung dieser 
Geraden und sagten dann, diese Richtung sey die der Tangente, wenn Jx 
unendlich klein. Wäre nämlich das KurvenstückMN geradlinig, so hätte man 
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■ Wenn wir weiter in §. 20, VI den Differentialquotienten ^ bestimmteo, 
so sahen vir das Stückchen QQ' der sich drehenden Earve (Fig. 5) als ge- 
radlinig an nnd bestimmten den Inhalt der entstandenen Fläche==2 (y+ j'^y)'' 
Y^(i^x)' + (^y)', oder, wenn wir PE' sofort unendlich klein setzen, 
= 2Cy +'irfy);iV('^")'-t-('^y)'- Jst dz dag wirkliche FlächenstOck, so 
setzten wir — als ans der Natnr der Sache hervorgehend — voraus, der 
Quotient --.. . ^ nähere sich nnbeKräitzt der Einheit d. h. 

also, er sey von der Einheit onr um eine nnendlich kleine Grösse verschieden 

. (Nr. I). Daraas dann ergab sich das Resnltat. 

IV. In §. 49, II hätten wir übrigens dieses Resnltat nicht nSthig gehabt. 
Dreht sich NN' (Fig. 32) um OM', so denke man sich MM' in gleiche (nn- 
endlich kleine) Theife dx getheilt, ziehe die Ordinaten und schreibe nun in 
die Kurve einen geradlinigen Zug (Vieleckstück) ein, dessen Eckpunkte mit 
den Endpankten der Ordinaten znsammenfalleD. Die Flächen, welche durch 
die einzelnen Seiten erzeugt worden , sind wie so eben durch 2 (y + ^<i y) n 
y7rfx)' + (rfy)' gegeben; die Snmme all' derselben ist 2 ^(y -t-}dy)rt 
'\/^(dxy + (dyy, wo das Z'-Zeichen bedeutet, man solle i von a bis b 
(OMbis OM') um die Unterschiede dx fortschreiten lassen, und die einzeln 
erhaltenen Werthe addiren. — Je kleiner dx, desto genauer ist diese 
Snmme der Fläcjie, die man berechnen soll, gleich. Der Gränz- 
werth Ton 22;(y + ^dy)jz'^{dxy + (dy)' ist also diese Fläche. Aber 
der Gränzwerth von ryY(dxy+ (dy)', d. h. von Sy V l+Cf^}*''^ i»* 

f yyi + (~)'dx, der von 2:dyY(dxy+Jdy)\ d. h. von dxZJ^ 

')/'l+(jffdx aber Null, so dass man 27ry_yy l+^j^yaxalsWerth 
der Fläche erhält 



v'(<i.)'+(dj)*-yi+(J|)'<ii 



Fonnwft™V(''»)'-'-(<'j)' = V ' + ( b ) <'i+»'': 



, d. h. o OMndhcb klBin, indem öj- ^5Lili>l±i£?l^= yi+r|?y (g, 15, i], eben » 

-hXjadT-i-idxSa^di + diZaßds. 
Dlaif ar, Dlff»rutikl.B. lEt«r«l-Il«Dbumf. I. Aufl. IW 
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Aber für anbegranil abnebmebde ils iit (S. 89, 1): 



ferow Ut (wie inaS'^. IV oder §.41,1 erhellt) S(»yi + (T^^ i» salUt, wwndlioh kloin 

ondrtanwÄoydi, Sa-^di.SB^di, iodemj» y l+f-^ ) . aj. a'^ , a? naendSoh 
klein tind , also EiDd die GiAntwenhe diesei GiDssen NdII. Da nnn, wegen dei Faktors d i, 
»Mh diS~y l + (-^j dl. aueDdlich klein, lo ist also die sb berechnende 
rUclte = 2A / ^y I+ri^^ ei + k, TQ knnendUch klein, d.Ii. (Nr. 1} sie litgerMtein 



Man hätte also ia In i:(y -h ^dy)\ {d^y + (dy)' = 2aS[ydx 
+ 4g(tii)'J\^I + (||)' sofort ^ = p setzen und i^(d3)'nebenyÄx 
verwerfen dürfen, worans eich dann 

als richtig: ergeben hätte. 

V. Wenn wir in §. 20, YII den Werth von v ermittelten in strenger 
Weise, so hätte diess jetzt auch so geschehen können. 

^^- ^^- Ist der Körper nach M zar Zeit t gelangt nnd ist 

j "gr dortvseine Geschwindigkeit,sowollenwirannehmen, 

der Körper bleibe während der Zeit dt, die anf t folge, in demselben Zu- 
stand der Bewegung, den er in M hatte. Diess ist nun nicht richtig, aber 
es nähert sich am so jnehr der Wahrheit, je kleiner <2t ist. Am 
Ende der Zeit dt werde dann die Geschwindigkeit plötzlich v + dv; Sber- 
diess sei der während dieser Zeit dnrchlanfene Weg MN = c2z. Da die Be- 
wegung gleichfSrmig ist, so ist (nach der Note zu §. 20, VII) die Geschwin- 
digkeit V gleich dem Wege, dividirt durch die dazu verwendete Zeit, d. h^ 
v= T^Toder nach onserer früheren Bezeichnung: v= ^J . Diese Glei- 
chuDg wird mehr und mehr richtig, je kleiner dt ist; sie ist also f^r die 
Gränzwerthe genau richtig. Daraus folgt, da v sich mit tlt nicht ändert, 
sofort ^ — g-: ■ 

* WirnilterschBideii zwiichea der Bodentung Ton — nnd — . Enteret Ist deiQaotleiit 
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VI. Ist also eine erhaltene Gleicbang so beGchaffen, dass man von ihr 
aDBsagen kann, sie sei nm so mehr genau richtig, je kleiner gewisse daria 
vorkommende Grössen sind, so wird sie vollkommen richtig, wenn man zn 
den GräDzen übergebt (siebe noch XIII). Wir wollen, zar Erläntening, von 
diesem Satze noch einige Beispiele aufführen. 

WBnn«b«wegQiig In einem dUnoen Stabe. 

VII. Die Grundannabmen, die wir dabei machen, sind die folgenden: 
Bezeichnen wir mit k die Wärmemenge, welche in der Zeit 1 durch einen 
Qnerscbnitt, dessen Fläche = 1, strömt, wenn die Länge des Stabes = 1", 
und der sich gleich bleibende Temperatnranterschied seiner Enden = 1 ist, 
so nehmen vir an, dass in der Zeit t darch den Querschnitt w, wenn die Stab- 
länge L und der sieb gleich bleibende Tepperaturunterschied seiner Enden u 
ist, die Wärmemenge -~ ströme, welche Annahme als desto mehr richtig 
angesehen werden soll, je kleiner u, L, t, n sind. Man kann sich htevon in 
folgender Weise überzeugen. Dass wenn Zeit, Stablänge, TemperatnruDter- 
tsebied der Enden des Stabs and Querschnitt desselben sämmtlich = 1 sind, 
durch jeden Querschnitt des Stabes dieselbe Wärmemenge äiegse, ist wohl 
klar, da ja die Enden immer denselben Temperaturunterschied haben, also 
auch immer dieselbe Wärmemenge durch den Stab geht; in der Zeit t flieset 
also kt durch den Querschnitt 1, kiut durch den Querschnitt m, nnd.kmt'u 
durch denselben, wenn u der Temperaturunterschied ist; zam Miudesten ist 
die Annahme die einfachste , es sey die durchströmende Wärmemenge dem 
Temperaturunterschiede proportional. Bis jetzt war die Stablänge ^ 1 ; da 
durch jeden Querschaiit immer dieselbe Wärmemenge strömt, so wird die 
Temperatur im Stabe proportional mit der Länge abnehmen, also in der Mitte 
nur halb so viel vom Anfange verschieden seyn, als am Ende. Würde daher 
der Stab auf die Hälfte reduzirt, und es sollte noch dieselbe Temperatur- 
differenz herrschen, so müsste die durchströmende Wärmemenge das Doppelte 
seyn, also überhaupt umgekehrt proportional der Länge. 

Sey nun (Fig. 43) v die Temperatur zur Zeit t in dem Querschnitt bei 
M; AM = x; der Querschnitt bei M gleich m, wo m zwar von x abhängen 
' aber immer sehr klein seyn soll, so dass wir annehmen dürfen, die Temperatur 
in dem ganzen Querschnitt sey ia allen Punkten dieselbe = v; iAN = Jx 
(nnendlich klein); dt die Zunahme der Zeit (ebenfalls unendlich klein); edle 
apeziflsche Wärme des Stabes, d.h. die Wärmemenge, welche nöthig ist, die 
Gewichtseinheit vom Stoffe des Stabes um I " der Temperatur zu erhöben, 
wo c als fär alle Querschnitte gleich vorausgesetzt wird ; ^ sey das spezifische 



dfli (nnendlidi kleinen) OrOMM di, dt; Itteferti koTETef tei Differentialquotienk Baeh 
DDierar gewSbnliohBD Beseidumög lebrriben wir den inteo Bnieh : ^ . 
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Gewicht des Körpers, ebenfalls tniTeränderlic}i (Gewicht der Enbikeiaheit) ; 
endlich sey die Wärmemenge 1 gleich der Wärmemenge, welche die Gewichts- 
einheit reinen Wassers um 1 * in ihrer Temperator erhöht. 

Wir-nehmen nnn an , in dem KörperstUcke MN bleibe Alles, wie es in 
M war, also v nnd m, nnd erst inN werden diese Grössen plötzlich znv+z'v, 
ta + dio, wo (für dieselbe Zeit t) Jv, Jw die Aenderangen von v und m 
sind für blosse Aendeinng von x. Wir weiden diess also genauer durch 
J,v, 4,ai bezeichnen. Aendert sich überdiess die Zeit um ^t, so Dehmen 
wir an, wahrend dieser Zeit bleibe die Temperatur in MN gleich v und springe 
am Ende derselben plötzlich in v+.^,v über, wo ^,v die Aenderung von v 
ist, die man erhält, weon bloss t sich ändert. [Also ist v -h d,\ die Tem-, 
peratur in N zur Zeit t, v + z/,v die in M zur Zeit t + -it, welche zu der- 
selben Zeit in dem ganzen Stücke MN herrscht, in N aberv + -i,v-> 
/}, (v + J^ v) seyn mussj. Für alle diese Annahmen gilt nnn die Bemerkung 
in VI. 

Das Gewicht des Eörperstücks MM ist $ u ^ x ; seine Temperatur nimmt 
nm^,Tzu, so dass dazu die Wärmemenge c^u^x^.v verwendet werden 
musste. Diese kann nun nur erhalten werden durch diejenige Wärme, welche 
ia den Querschnitt bei M einströmt nnd nicht durch den in N wieder abfliesst, 
diese noch vermindert um diejenige Wärmemenge, welche von der Oberfläche 
des Körperstücks ausgestrahlt wird. 

Zur .Zeit t siud die Temperaturen in M und N : v, v + ii, v , ihr Unter- 
schied also — zJ.v (die in N die kleinere); demnach strömt in der Zeit ^t 
durch M (nach den oben gemachten Voraassetzangen) die Wärmemenge 

— — = —]f.wJl-j^. Durch den Querschnitt N strömt in derselben 

Zeit folglich die Wärmemenge — koaJt-^— +zf,(— kmJt-^J, indem von 
dem einen znm andern Qaerschnitt übergegangen wird, wenn man bloss z in 
X 4- ^x übergehen lässt. Es strömt also weniger durch N als durch M: 
— ^, f— koj^t-^J — +iitz/.rk(ö-j^Y — Ist;' die Wärmenge, welche 

in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit bei einem Temperatumnterschied 
^1° ausstrahlt; w der Umfang des Schnittes; b die äussere (unreränder- 
liche) Temperatur: so strahlt durch MN in der Zeit ^t aus: yv Jx.di (v— b). 
Demnach bleibt in MN zorück die Wärmemenge 

^tJ,(^kB.^)--JwJlJt{T-b>. 

Diese mnss gleich der oben angegebenen cpto Jx J,t seyn, so dass 
ist, welche Gleicfanng erst an den Gränzen genau ist. Dort heisst üe 
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Kfirper bleibt: dxJy ^äz^dt^Ck^j . Eben so bleiben in dem EOrper, 
iregen der Strome parallel mit den Axen der y nnd z : diJjJtJt^Ck — ), 
/Jz Jy^z^tg-rkg^J. Demnach ist ■ ' 

d.h. 

■•n-sC'äJJ + JjCVJ + siCW- »> 

Ist k im ganzen Körper konstant, so ist 

Beiondera FOlle. 

IX. Wir wollen amieluiieii , der KOtpet beitehe ans konzentrisch eit Eug^el* 
•chichten der Art, dau in jeder Schichte die Beacbaffieaheit deMelben überall diaaelbe 
■ey, aioh aber tod Schichte ea Schichte ändern tOnne; femer -wollen wir annehmen, 
es ae; ortprünj^ich die Temperatur in allen Punkten , die gleich weit Tom Mittel- 
punkte abstehen, dieselbe geweaeu, so wird sie es auch später bleiben und also v 
nur von r, d. h. der Entfernung vom Mittelpunkte, abhängen. Die GrOssen k, c, Q 
werden sich von Scbicbte zu Schiebte ändern, in derselben Schichte wollen wir k als 
konstant Toraussetzen. AUdann ist (§. 69, Mr. 3) : 

X. Besteht ein Körper in ähnlicher Weise aus zylindrischen Schiebten und be- 
liehen wir die Koordinaten eines Punktes auf ein Eoordinatensysteni , das wir das 
aylindrisohe nennen kflnoen und das durch die Fumeln 

ansgesprooben ist, wo r die Entfernung des Punktes Ton der gemeinschaftlichen Zj* 
linderaxe bezeichnet, m den Winkel, den r mit der Axe der x roacht, so ist (§. 60, 

Nr. I): 

6^ B^^B^ 1_Bt 
8i' By' . Br' t Br" 

wenn wir wieder voraussetzen, es sey t Ton a> unabhängig. Also ist jetzt: 

wo wir c, Q, k innerhalb derselben Schichte als konstant Toranssetzen. Ist zogleieh 
T von z unabhängig, d, h. setzen wir Toraui, es sey eu einer bestimmten Zeit in 
gleicher Entfernung ron der Axe auch dieselbe Temperatnr, so ist 
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Bedingung «egea d«r Orliiieii. 
' XI. AngeQOtnmeD , der Körper befinde eich in einem Baume, der be- 
ständig dieselbe Temperatur £ habe. Sey weiter a die Temperatur an der 
Oberfläche des Körpers, mit der er jeneo Rsam berührt, <o ein (unendlich 
kleines) Element derselbeD , k der Koeffizient der ionern Leitongsfäbigkeit, 
/ der der Aus strahl ungsfähigkeit (Nr. YIl). Die Wärm'emenge , welche im 
Zeitelemente ^t durch <o strömt, ist — k t- m dt, wo n die Normale aD die 
Oberfläche in dem betreffenden Punkte bedeutet (was ganz wie in Nr. VII 
bewiesen wird); die Wärmenienge , die durch dasselbe Element ansstrahtt, 
ist / (n — f) ö> -4 1 , so dass, indem diese Mengen gleich eeyn werden : 

-t^ = y(n-e. <7). ■ 

Die Normale ist dabei nach dem äusBereo Theile des Körpers gerichtet. 

Wir wollen uns nun dnrch denselben Anfangspunkt der Koordinaten, 
auf den sich die Koordinaten x, y, z beziehen , drei neue senkrechte Azen 
denken, die wir mit L, M, N bezeichnen wollen, und wovon die N parallel sey 
mit der so eben bezeichneten Normale. Seyen X, X', X" die coainns der 
Winkel, die L mit den Axea der x, y, z macht; ju, ju', ju" dieselben Grössen 
für M; i, d', 3". für N; ferner 1, m, n die Koordinaten eines Punktes, (x,j,z) 
für die neuen Axen, so ist (§. 69, Nr. 4) : 

i = Xl + lxm + 6u, j=yi + fi'm'hi'n, 1= X"l + it"m + i"n. 
■ und n hat dieselbe Bedeutung, die ihm in t- zukommt. Demnach (§. 69): 



8a ÖiBn 8reD"^e.Bn Bx 


«j 


dass für alle Punkte der Oberfläche : 




<'r.+'-'r>'t)+""- 


-e=o 



<7') 

seyn idubs, wo also S, S', 3" die cosiDOS der Winkel sind, welche die nach 
Aussen gerichtete Normale mit den Axen der x, y, z macht. 

Ffir den FaU einer ebenen Oberfläche, die parallel iat mit der Axe der x, ist 
a' = a" = Ouiid« = ±I, sodass 

±k^ + 7('>-e = 0. (»). 

wo die Zeichen ± gelten, je nachdem die nach Aussen geriobtete Normale mit der 
positiren Axe der z den Winket odei 180** macbt. 

Ist die betreffende Oberfläche die einer Kugel Tom Halbmesset r und ist der 
Hittelpunkt Anfangspunkt, so iat A = ±~, Ä' = ±— , S" = ± — , wo das obere 

oder untere Zeichen gilt, je nachdem die Normale dem Uittelpunkt ab- oder suge- 
wendet ist. Also ist 
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denmach - 

±k^ + y(»-« = 0. - (b) 

wo für r der Halbmesser der begräozeDdea Oberfläobe zu setzen ist. 

Für den Fall eines Zjlinderi, bei dem der Hittelpunkt der Qnuidfläcbe Anfangs- 
punkt, die Zyiinderaxe Aie der z ist, hat man 6" :=Q, ö = + — .*' =^ + — , wor 
der Abstand des Punktes von der Zylinderaxe ist, so dass 

Ol oy Ol Voi 10 yy or 



und also 



±k^+T(a-t) = 0. (e) 



BedSDg;aDg bei Berührung;. 

Xn. Steht ein Körper in Berührung mit einemaDdern.eo wird die durch 
ein Element des einen Kürpera fiiessende Wärmemenge- offenbar gleich der 
seyn, die dnrch das mit jenem in Bertthrang stehende Element des anderen 
Körpers flieset. Sind also □, n' die Temperaturen der Elemente ; k, k' die 
Koeffizienten der inneren Leitungs Fähigkeit Tür beide Körper, so sind diese 
Mengen: —k^ojJt, — k'g— w^t, won sich anf die ^'ormale, die beiden 
Elementen gemeinschaftlich ist, bezieht. Demnach ist 

wo nnn die Normale beliebig gerichtet eeyn kann. (Es ist ganz wohl 
denkbar, dass wenn die berührenden Körper anfänglich sehr nngleich er- 
wärmt waren , diese Gleichung füx den Anfang keine Geltung hat, nnd erst 
dann richtig ist, wenn die Tempera turun gl eich he iten sich einigermassen ans- 
geglichen haben, was jedoch ziemlich rasch geschieht.) 
Fflr berührende KugeUohiohten hat mau 



fiir befühlende Zylindersohiobten dieselbe Oleicfaungi fSr ebene Schichten, die auf 
der Axe der x senkrechten stehen : 



Igt nnn femer ^l der Koeflizient fllr den Uebergang der Wärme aus dem 
ersten Körper in den zweiten, so ist X(u~a')ioJt die Wärmemenge, die in 
den zweiten Körper dnrch das Element Meindringt; dieselbe tDass abergleidi 



inutpfliTiAnfian A h a\otrh . 



ov Google 



298 DubutimDiM Doppsliatagnle. 

die Form R = S and sind T , U die Gränzen von R und S , bo ist ' eben so 
T = ü die genaue Gleichung. * 



Dreizehnter Abschnitt. 
Viel&ohe Integrale, AnwendnngeiL 

§.76. 

UnbeatimmM Integrale. 

I. Ist f(x, y) eine Funktion der zvei nnabhängig Veränderlichen x und 
y, so kapn dieselbe nach x oder nach j integrirt werden. Diese Integrale 
sind nun wahrepartielle, müssen also (§.28) durch das Zeichen 3 bezeich- 
net veiden. So bedentet /f (x, y) 3x das Integral von f(x,y), partiell 
nach 2, wobei also y durchaus als konstant angesehen wird; während 
f (x, y) 3 y ganz eben so das partielle Integral nach y bedeutet. 

Es kann aber aach verlangt werden , die Funktion f (x, y) nach beiden 
Ye fände rlichen zu integriren. Mao bezeichnet dieses dann durch 

wobei es sich nur darnm handelt anzugeben, nach welcher der Teränderlicben 
zuerst integrirt werden müsse. — Soll diess nach x geschehen , so werden 
wir das Zeichen /9y /f(x, y) 3x brauchen; im entgegengesetzten Falle 
aber /dx/f(x,j)dy. 

Was nun etwa die Grösse 



ß 



/"/'<■ 



betrifft, so soll also f (x, y) zuerst nach x integrirt werden, wobei y als 
konstant anznsehen ist: Findet sich nach den Methoden des sechsten Ab- 
schnitts 



Du( die I. B. ia Till eingetretene OiTision mit AiJfAnit keiae Schwierigkeiten 
TeTonaobea kann . liegt aaf der Hand. Ist uKmlich M^i ^f .^z^t nSheniDgiveiEe gleioh 
' H AxAj Az Jt,, 10 Ut diess eben noi wahr, wenn naherangBirelse M^N, dnd folglich 
genan Ör H = äVN iit. Daas nachher Ai, . . . , At. nnendlich kirin gedacht werden kSnne. 
hat anf die ZnUUsigkeit dietei Schlusses keinerld ^nflosi. 



Goo'^lc 
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im- 

/* Bi 1 r »\ 

I -t~, — ; = — are 1 tg=~ 1, 



jm-fT-Q'^jy 



j + Y + X, 



wo T eine willkürliche Funktion von y, X Ton x bedeutet. Da» Integrat, das hier 
noch TOTkommt, und in welchem x konstant ist, konnte etwa nach §. 57 ermittelt 

U. Was -die oben berührte Grösse F, (x, y) betrifft, bo wird sie aDch 
erlialteD werden, wenn maa das Integra) /dz /f(x,7)3y ermittelt. Findet 
man nämlich 

eT=r,(x,r) + ^(i) + *.(j), (e) 



ß^fa.,n 



— 




= H^j) 


B'F.) 


>.y) . 


6'F,(,.y) 


6x 


8y 


eyöi ■ 


e'F,( 


i.r) 


B'F.(i.j) 


Si 


Bj 


B'iBy 



WO 91, (x) bloss X, iffi (y) bloss y eatbalt, beide aber willhürlicbe Fanktioaen 
sind, so mnss auch 



seyn. Demnach ist 

d. h. (§. 19, II, §.68,I): 



J)a Dan F, (x, y), F, (z, y) keine Theile enthalten sollen , die bloss ans 
X oder bloss aus y bestehen, mithin bei den partiellen Differenzirungen weg- 
eilen könnten (da diese Theile in den znznfQgenden willkürlichen Funktionen 
enthalten sind), so kann obige Gleichung nor bestehen, wenn F^ (x, y), F, (x, y) 
dieselben Grössen enthalten. 

Es ist also gleichgiitig , in welcher Ordnung die Integrationen in 
/f(x,yj3xt)y vollzogen werden, immer freilich vorbehalten, dass in den 
erhaltenen ßesnltaten keine Grössen vorkommen, die bloss von x oder bloss 
von y abhängen. 

III. Man ersieht hieraas schon im. Allgemeinen, was man nnter dem viel- 
fachen Integrale 

'*'''...f{i,y,«-,....)8,ejef.,. 



#0 



///■ 



za verstehen hat. Dabei ist die Ordnung der Integration willkürlich, so dass 
man also zunächst f(x, y,z,...) nach x integriren kann, wobei alle anderen 
Grössen y, z , . . . als Konstanten betrachtet, werden. Diese so erhaltene 
Grösse integrirt man sodann nach y, wobei z, z, . . . konstant sind, n. e. w. ; 
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scbtiesslich werden dem Resultate willkürliche Faaktionen zugefügt ron je 
allen Yeränderlichea, eine ansgeechlosseii, also so viele, als es Veränder- 
liche sind. So ist etwa 



///'■ 



WO g>, 9>,, g)j ganz willkürliche Funktionen sind. 

IV. Da vielfache Integrale hiernach nichts Anderes sind, als einfache, 
mit dem Unterschiede freilich, dass das betreffende Integration» verfahren 
mehrfach wiederholt wird, so gelten für jene alle Regeln , welche fUr diese 
nachgewiesen wurden. Da jedoch unhestimmte vielfache Integrale f^r uns 
von geringerem Interesse sind, als bestimmte, so wenden wir uns sofort zu 
letzteren, wobei wir dann die weiter nCtbigen Untersuchungen fortföhten 
werden. 

§■ ". 

BMtiDUDte Doppeliutegrale mit konitanten GrSDxeo. 

I. Sind a, b, er, /S Grössen, die von x und y anabbäogig sind, so heissen 
wir die GrOsge 



/:•'/: 



f(i.y)er (»> 



ein bestimmtes Doppelintegral. Dabei ist gemeint, man solle die GrffBse ' 
f(x,7) zuerst (partiell) nach y zwischen den Gränzen a und ß integriren 

(§.39, I), wodurch das Integral / f(x,y)dy alsFonktion vonxerschemt. 

Diese so erhaltene Grösse soll dann noch (partiell) nach' x zwischen den 
Gränzen a und b integrirt werden; Der endgiltig erhaltene (rein konstante) 
Werth ist durch (a) angedeutet. 

Man wird nun eben so das Zeichen 

auslegen können. 
II. Ist 

yexyt{s,y)Br=F(x,r) + »(x) + *(r), (8.76,11) 
so ist auch 

y6iy^I(i.7)»y = F(.,|!)-F(.. «) + ».(!). 

I, Google 
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f ^^f r{xy)0y = F(b,j»)-F{b.n)-F(s.i)j + Ft«.o). (b) 

Dabei ist klar, daes venu in F(z, y) aach Glieder TorhandeD sind, die 
bloBB Ton X oder bloss von y abhängen , also eigentlich zn <p (x), tp (y) ge- 
hören, die von x allein abhängigen Glieder schon in g-[F(x,^)— F(x,a}] 
nicht mehr vorhanden seyn Verden; die von y allein abhängigen fallen dann 
bei der nächsten bestimmten Integration weg. 

Eben so ist 



y^eyy\(x,r)8x = P(b,Ä--F(a,i»)-F{b,«)+F(a,Bl 



wobei wieder dieselbe Bemerkung zu machen ist. 
Aas (b) und (b') folgt sofort: 



/.'"/.''<-"""/!"/.'"-""• 



(b-) 



(42) 



SO daSB bei bestimmten Doppelintegralen mit konstanten Gräo- 
zen die Ordnung der Integration beliebig ist. Dabei freilich muss 
die Grnndbedingnng (§. 39, 1) ertilllt seyn, dass nämlich t(x, y) inuuer ead- 
lich bleibe von x = a bia x = b, und y = « bis y = p. 

Zweite ErklUoDgsvelM dea beatimmten DoppalintegialE. 

"'• '" /;.(x.ri»,=F«, (.) 

so hat man (§. 39, 1) : 

/"bi/" f<i.y)8y = ÖrJi[F(i)+r(a+/(x) + ....4-r(b-Ji)]. (d) 

WO ör auf ein abnehmendes ^x sich bezieht. Aus (c) aber folgt allgemein: 

P(a + mJ»)=y f(a + niJi,y)By, 
d.h. nach §.39: 

r(a + tnJi) = erJy[f(a + mJi,a) + f(s + mJj,o + Jr) + ... 

wenn Qr anf ein gegen Null gebendes Jy sich bezieht 

Daraus ergibt sich leicht, dass / 8i / f(x,y)9y der Werth ist, dem 
sich die Grösse 

JiJy[f(»,o) + ((»,tt + Jy) + + f(a.^-^y)] 

+ Ji.dy[f{a-l~2Ji,Q)+fCft+2Ji,a+^y)+...+f(ft'+-2J>,iS— Jy)] (b> 

+ '■ 

+ ii^r[r(b-4i,<.)-(-f(b— Ji,a+Jy) + ... + f(B— Jj,|9— Jy)] , 

b Google 
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Welche Grösse ala Fonktioa von x erscheint uod durch Ff (x) bezeichnet 
werden mag. Alsdann ist 

/"bi/*"^*' t(i,7)8y=/"V,Wdr. (f) 

Wie man die Bedentang des Zeichens / 9y / f (x.y) 9« aasznie- 
gen habe, ist hiernach klar. 

IL Setzt man zur Abkürzung y (i) — y, , t/; (x) = y, , so ist 
/'^'f(i,y)8T = (?rJy[f(i,y.) + E(i,7. + ^7) + .... + f(i,r,— irM. (b) 

wo Gr wie immer sich anf ein gegen Null gehendes ^j bezieht. Die Grössen 
y,, y, sind aber nicht fest, Eondem ändern ihre Werthe mit x; /iy kann also 
anch angesehen werden als veränderlich mit x. Trotzdem werden wir das- 
selbe Zeichen Jy beibehalten, was auch x sey, da die Art der Einschiebnng 
eine willkürliche ist (§.40). Hat x den Werth a + mz/x, so ist alsdann 
die zweite Seite der Gleichung (g) : 

Gr Jr{f[a + ni-ii.»(»-Mii^i)] + f[ft + iiiJi,9.(a + inJi) + ilr] + ... 
H-tCa + mJi, *{a + inJi)~^y]i, 

wie man leicht übersieht. 

Beachtet man, dass die Grösse / 3x / f (x,y)dy gleich ist dem 

f(x, y)8y 

der Grösse X die Werthe a,a+/ix,..., b — Jx beilegt und alle addirt, 
so wird sich hiernach leicht ergeben,' dass das bestimmte Doppelintegral gleich 
ist dem Gränzverthe von 

vJx^y{f[a,,(a)]+f[a.vW-t-JrJ + ....-trf[a.v(«)-^r]) 

-t-^iJr{f[a+ Ji,».(a4-Ji)] + f(a+^x,*i(a + Ji) + <<y] + ... 

4-t[» + 4i.*(a+Ji)-.dy]j 

+ ; 

+ JiJy{f(b— Ji, (»{b — J^] + r[b — Jx.»(b— Ji)-I- Jy] + ... 
-f- f [b - Ji, *0i — Ji) - Jy]} , 
wenn darin Jj and dann dx gegen Nnll gehen. 

Da die dy in den einzelnen Th'eilen nicht gleich sind, so kann man das 
Ergebnise auch in etwas anderer Form aassprechen. Geht y von g> (a) zn 
t^ (a) durch die anendlich kleinen Unterschiede Si, von g>{A + Jx) bis* 
^(a-t-i^s) durch e, , , von 5p(b~^x) za tp(h~-Jx) dnrch s^, so ist 
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'vorgelegt, vo | and t Fanktionea vod x sind, so hat maa, dem Obigen ge- 
mliSB, znerBt die Grösse 

bei der x konstant ist, zn ermitteln. Man setze Diin hier (§. 42, IV): 

so sind die Gränzen tUr z: and ] , und demnach 

y f{i,y)By = (t-£ty^tU;f + K-|)xj6z = {i-öy^t[i,f + «-|)7]6y. 
SO dass 

y*Biy f{x,j)8T=y (i-flBxy t[i,t+(t-i)y]iy h 

seyn vird, wodurch der Zweck erreicht ist In dem letzten Integrale ist nun 
die Ordnung der Integration eine willkürliche. 

Setzt man hier S= 0, so ist 

f^^'f^ ^^''^^^^ =/}"'/„ t(i.ty)8r. (m') 

Da nun (§- 42, II) * 

y f(«.y)Bj=y £(»,j)eT-y f(..y)BT. 
BO folgt aoB (m), dass auch 

sey. Dieser Satz fUhrt oft leicht zur Auswerthnog mehrfacher Integrale. 
So ist z.B. 

y.v,'-,--(,'— «,■ y."v.vi=? J. vT=5 y.v,+x-r,'" 

J n * - y» i/oVr + l — ry' S / o ^oVc+x—'T 
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DoBs man ähnliche Sätze ftir dreifache Integrale aofstelleD kann, ver- 
steht sich ganz von selbst. Eben so lassen sich viele der Sätze in §. 42 
ganz nnmittelbar auf mehrfach bestimmte Integrale übertragen. Für den 
Angenblick mag es für uns hanptsächlicU von Wichtigkeit seyn zu bemerken, 
dsss die Beetimmang (Auswerthung) eines vielfachen bestimmten Integrals 
immer anf eine mehrfach wiederholte einfache Bitegration zwischen bestimm- 
ten GränzeD zurückkömmt. 



CmrormuDg Tielf&cfaer bestimmter lotegiale. 

1) Bestimmte Doppelintegrlle, 

I. Sey P eine bekannte Funktion von x und y mid man wolle in dem 
bestimmten Doppelintegrale 



/>/> 



an die Stelle von x und y zwei neue unabhängig Veränderliche u, v einfuhren, 
welche mit x und y durch die Gleichungen 

i = ff(ii,T).7 = *(a,T) (b) 

zusammenhängen, welche Gleichungen sicher allgemein genug sind, da man 
ja immerhin x und y mnss dnrch u und v ausdrücken können, wenn man eine 
durchführbare Umformung haben will. In dem Integrale (a) setzen wir die 
Gränzen als konstant voraus, und wie immer die Grösse unter den Integral- 
Zeichen endlich innerhalb der Gränzen der Integration. 
Betrachten wir nun zuerst das Integral 



/!' 



(«> 



so ist in demselben x als Konstante angesehen; wollen wir statt y die Yer- 
änderliche v einCiihren, so werden wir aus (b) die Grösse n eliminiren, um 
die Gleichung zwischen y und v , in der freilich auch noch das konstante x 
vorkommt, zn erhalten. Gesetzt diese Gleichung sey 

f(i.r.T) = 0. (d) 

so werden die Gränzen a', ß' von v aus den zwei Gleichongen 

zu entnehmen seyn. " Ist es möglich, von s nnabbängige Werthe von a' 
und ß' aus diesen Gleichungen zu erhalten, so hat man (§. 42) 

^ ■ />»'=y!>H'- <•> ' 

wOg— ans der Gleichung (d) zn ziehen ist. Aber die (d) entsteht, wenn 
man in der zweiten Gleichung (b) die Grösse u durch den Werth ersetzt, den 

■ "»• t;oogic 
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sie in der erstea bat; demnach wird auch n als eine Panktion von v eq be- 
handeln' seyn, während x konstant bleibt. Man hat also 

8£ aip Bff 8» 8y 
also s- = — X— , und 5- = — — — r- — , welche Grösse m (e) einzn- 

8t Ö5&OT Ofl> ^ ' 

8^ B^ 

föhren ist, and dann y and n nach (b) zu ersetzen sind. Geecbiebt diess, so 
ist die Grösse (a) gleich 



•/ 



(^ If _ L* 8 »'s 
8t 6d ^n 8t/ 



und da hier wieder die Gränzen konstant sind, so kann man die Ordnung der 
Integration ändern und also zuerst nach x tntegriren. Betrachten wir nnn- 
mehr das Integral 



r 



und drücken in demselben f es enthält nur s und v) , da t konstant ist, x 
durch a aus, so wird die erste Gleichung (b) geradezu den Zusammenhang 
zwischen x und u geben. Ana ihr folgt ^ = ^, also wenn a', b' aus 

■ = »(*'. T)jb^*'(l>'.T) , (0 

bestimmt werden, nnd man von v auabhängige Werthe von b und b' darans 
erhält, so ist («) = 

J.' Mt 6u 8a 8y^ ' 

also endlich, wenn man die Ordnung der Integration nochmals umkehrt: 

y:-/>-y:'V:>(Ke^-L'??)-- <« ' 

wo y und x durch u nnd v nach (b) ausgedrückt werden, nnd die Gränzen 
aus (d') und (0 unabhängig von x and v gefunden werden müssen. 

Liefern die Gleichungen (d') Werthe von a', ß' unabhängig von x, da- 
gegen die Gleichungen (f) Werthe von a', b' die auch noch von v ab- 
hängen, 80 ist immerhin 

J- Ja ^ Ja J^^KävSa 6n6yJ ' 

wobei aber die OrdnoDg der Integration nunmehr vorgeschrieboi ist 

CnOO'^lc . 
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II. Ea kann sich oan ganz wofal ereignen , dass {d') keine konstanten 
Wertfae von a' and ß' liefern. In diegem Falle dr&cke man in 



/' 



z dnrcli v ans, suche also a' und b' zu bestimmen aus 

f(a.T.a') = 0. f0>.7.b') = 
und zwar nnahhäogig von y; alsdann ist 



r.'^-fj 





Die 


Grösse 


-~ b es ü mm fr sich aus: 








so 


dass 




Y.=r.-v:v,-^- 




^^ 


Bu 








r..-!"^' 


3V 


a«i 8 

-6^8 


3, 



/: 



(B) 



" J. ^ 

Betrachtet man hier znerst wieder die Integration nach y (wi 
stant ist) und drückt y durch n aas, so bestimmen sich «', ß' ans 

onabhäogig von v, nnd ö^ = ö^. so dass jetzt: 

/:-/:'"=/:-/:>GT'r:-.^%^*)»- 

■wo y nnd x nach (b) ersetzt werden; a' und b' ans (g), a', ß' ans (g'), un- 
abhängig von y nnd v gefunden werden müssen. 

Liefern die (g) für a', b' konstante Werthe, die (g') aber for a', ß" 
Funktionen von v, so ist die Gleichung (B) immerhin noch zulässig, nur ist 
die Ordnung der Integration alsdann nicht mehr willkürlich. 

in. Wir haben zuerst jeweils v eingeführt; diess war willkürlich. Allein 
da es gleichgiltig ist , welche der neuen Veränderlichen t heisse, sosolles 
die seyn, die uns in dem einen der zwei Fälle zar Ermittlung der Gränzen 
ffihrt, wenn man sie ans (b) elimmirt. Kann man aber die Gränzen in kei- 
nem der obigen Fälle in der verlangten Weise finden, so ist die Umformung 
mittelst der (h) nicht znlässig- 

- I Goot^lc 



310 IToifBräninf botiniBUT Dopp«Kl>te|^alfl. 

Sind a und ^ Funktionen von x, nnd kann roui ans (d') Werthe von a', 
ß' finden, die konstant sind, so Fird alles Obige immer noch gelt«n. (£in 
allgemeiner Satz findet sich noch in §. 16S, II.) 

Betspiele. 

1) Um das Gesagte zu erläutern, wollen wir uns das Integral 

Torlegea und setzen X ^ u , y=:ur,'so ht die (d): y — xt = 0, wUrend die (d') 
sind; — 1«'=0, GC — 1^—0, woraus (da x> 0) (t' = 0. ß' = <X> folgen. 

8» - d« gn 8» 

Dann sind die (fj : = a', 00 = b'; ferner s7 = a>fl^^l.g— = v. b~ = 0- 

mithin nach (A): 
Aber 

„ p'/:- -y:»-y:"-' ■- ^ 

F«mer (§.28): 

>.—■■•■»— ^5^. 

Aho 
und da 

2) Legt man uns eben so das Integral (§. 160) 

Tor, und setzen wir wieder x = U , j = u t , so ist die (d) : y — x r = 0, als« die (d'J : 
(a — r)-|- — <j['x = 0. (a+T)Y — ^'x = 0, denen durch «'=^^,18'=^^^, 
unabhängig von i, genügt wird ; die (f) sind ^ a', h = b', so daM also naah (A) : 



so ist endlich 



D P.die X und y durch u und ut eu ersetzen sind. 
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Dass man eben eo ia 1 den Werth von g— unmittelbar aus (d) zieben 
kann, ist klar*; nur ergibt sich alsdann keine allgemeine Yorschrift. 

2. Dreifache beatimmte Integrale. 

V. Wir wollen nnn annehmen, man lege nns das dreifach bestimmte 
Integral 

'=/}'£''/}'■ <" 

vor, in dem P eine bekannte Fanktion von z, y, z ist, und vorin a, b, a', b', 
a", b" bekannte Konstanten sind, nnd man solle für x, y, z drei neue Ver- 
* finderliche n, v, w einführen, die mit s, y, z dnrch die Gleicfanngen 

i = ,{Q,T,ir). T = »{u.T.w), i = e(i.,»,-) (k) 

zusammenhängen, wo tp, rp, B bekannte Fnnktionen sind. 

Da die Integrationsgränzen in (i) konstant sind, so ist die Ordnung der 
Integration eine ganz willkürliche. Wir wollen desshalb annehmen, man in- 
tegrire nach z zuerst, wie es auch in (i) gemeint ist, betrachten also zu- 
nächst das Integral : 



jy^ 



in welchem wir t dnrch w ersetzen wollen. Dabei sind x and y als Eon- 
- stanten angesehen. £liminiren wir nan ans den Gleichungen (k) die OrSsseo 
u nnd T, so erhalten wir etwa die Gleichnng 

t(i,7,i,»)=0. . (t) 

und gesetzt, man erhalte ans ihr für z=a", nnd z=b" die Werthe w:=<c", 
■w = ß", unabhängig von X nnd y, d. b. man könne <c", ^" ans 

f{x,y.a".«") = 0. f{i.r.b",j»'-) = o (k"> 

bestimmen, so ist (§. 42) 

wo T— ans (k') za ziehen ist, wenn dabei z und y als konstant angesehen 
werden. Da man aber n nnd v aas den zwei ersten Gleichungen (k) gezogen 
nnd in die dritte eingesetzt, um (k') zu erhalten, so ist t^ ans (k') gezogen 
gleich ö^ aus der dritten (k), wenn o, v Ms Fnnktionen von w ans den zwei 
ersten folgen. Also hat man, da x und y konstant : 

woraus _^ 

i:,,., bGoO'^lc 
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die Ordnang der IntegratioD Dochmala amgekehrt werden, so dass wir zn- 
nächst 



/' 



betrachten wolleo, wo t, w konetant sind. Bestimmt man ann a, ß aus 



/PM / P 



wo g- aas der ersten Gleichung (k) gezogen wird, ans der (bei konstantem 
V, w) folgt 



so dass nun endlich 

/^Bi /% j r''Fdi=f% wPp T /^PM Ba, {C) 

wenn 

Be/'e^B*_e2e_i/.\ 6©Y'8»F e_v_8»Bj."N 6e*'Bi.B^_8i>e*"\ ,„« 

BqVBtBw e»6T^ üt Ve» en ÖdBwJ Bt^^BuBt 8,6qJ' ' ' 
und wo a", ß" noabhängig von x und y aas (k"); de', |3' nnabhäagig von x 
ans (ki')i o'i ^ 3°s C'i") folgen. Es versteht sich hiebet von selbst, dass 
«', ß' ganz wohl w, und a, ß sogar v und w enthalten kCnnen. Ebenso wenn 
a", b" nicht konstant sind, man aber a", ß" doch wie hier verlangt bestimmeD 
kann, gelten die obigen Schlüsse noch. 

Man übersieht leicht, dass man anch' ursprünglich z dnr<;hv oder n hätte 
ersetzen können. In diesem Falle würde man ganz ähnlich verfahren seyn. 
Da wir aber die neuen Veränderlichen beliebig nennen können, so soll eben 
w die derselben seyn, welche die Bestimmung von o", ß" ermöglicht. Aehntich 
Verhalte es sich mit n und v. Eben so hätte man statt z auch y oder x dnrch 
w ersetzen können. Allein auch hier wird man ganz ähnlich verfahren, wie 
so eben. Man ersieht leicht, dass, da man — (k') benfitzend — dreierlei 
Wege einschlagen kann; nnd dann, wenn z, oder y, oder x ersetzt ist, doch 
je -- wegen der bleibenden zwei ~ noch zwei, man im Ganzen sechs ver- 
schiedene Formen erhalten wird, deren Ableitung keinerlei Schwierigkeit 
hat, und deren Ergebniss wir nun noch aufzählen wollen , indem wir Obiges 
wiederholen. 

VI. Gesetzt,*^ man ziehe aas (k) die (k') durch Elimination von n, v (w 
immer in det Bedeutung von so eben genommen); ferner ziehe man ans (k) 
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durch EltminatioD von u aas den zwei ergten, oder ans der erstea and dritten, 
oder au& der zweiten and dritten, indem anch r die andere der neaen Ver- 
änderlichen seyn soll, die im Nachstehenden zum Ziele fühlt: 

r(i,y,T,w> = 0, F,(i,i,v.») = 0, F,<y.i,T.ir) = 0, ' (K") . 
80 hat man, wenn M durch (C) gegeben ist und J die Bedentng in (1) hat: 

wenn «", ß", a', ß', a, ß unabhängig von x mid y aus 

f{i,y.a-.o") = 0, t(i,y,b".^'>=0; F(i,*'.a',T.) =0, F(i,b^/»',w) = 0; 

a = v(o.T.w), b = 5t((J.v,w) 

bestimmt werden können; 

2) J = — /^8 -wPß r rpu B a , (C,) 

wenn die Gränzeo nnabbängig voit x und y aus 

t(x,j.K-W) = 0, t(T,y.b",n = 0: r(»,y,«,-) = 0, F^7,ft.i,) = (t; 
„■ = ,p(ä:j,w), b'^v&S-.T.ir) 
bestimmt werden können; 

3) J = — /"^Bw/^eT/^PMSa, (C.) 

wenn die Integrationsgränzen unabhängig von x und z aus 

f(.,a',i,a')=0, (<i,b', 1,^7 = 0; F, (r.a",o",w) = 0, F, (i,b",iJ",w) = Oi 

bestimmt werden können ; 

4) J= pjlwJ^dT pPUia, (C,> 

wenn die Integrationsgränzen unabhängig von x und z aus 

f(i,«',z,a') = 0, ((i.b'.i.|9') = 0; F, (a. i, o. w) = . F^ (b, e.^.i.) = ; 
a"=e(o",T,w), b"^e{^''.T.ir) 
bestimmt werden können; 

B) J = — y "bwA^Bt/ ^PM8u, (C.) 

wenn die Integrationsgränzen nuabhängig von y nnd z aus 

((a.r.».«) = 0, f(b,T,z,,») = 0; r,(»',i.a'. w) = 0, F, (b', i. jT, ») = ; 

i" = e(a".T,w), b"=e{^',v,Tf) 

bestimmt werden können; 



e> J= Pewf^6yPp-u6^ 



(C.) 



wenn die Integrationsgränzen nnabhängig von y nnd z aus 

f(»,y,.,B) = 0. f{b,y.r.Ä = Oi F.(r,a",«",») = 0, F. (y, b", (*".') = i 

a' = !(;(«',»,»). b' = ic{|r.T.») 
bestimmt werden können. 

[:.,qm70=byGoO'^IC 
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VII. Beispiele wollen wii hier znoäcfast keine znfQgen , da wir später 
dazu Gelegenheit erhalten werden. Wir bemerken jedoch lüezo nur noch 
das Folgende : 

Das Weseatliche bei allen obigen Erörtemngen war, dass immer wieder 
die Ordnang det Integration geändert werden darf. Wie wir in §. 78 schon 
bemerkt, ist es denkbar, dass diess anch gestattet ist, wenn die Gränzen 
nicht konstant sind, so dass wir nicht kurzweg sagen können , es sey in die- 
sem Falle die obige Umformung nicht zulässig. Ja wenn wir zum Voraus 
wissen, es mttsse das bestimmte vielfache Integral sich nmformeit lassen, 
indem man gewisse neue Veränderliche eintlihrt, man auch aus andern Unter- 
suchnngen die Gräuzen des nenen Integrals ermitteln kann, so wird man die 
Formeln (A) oder (C) immerhin anzuwenden haben. Wir werden von dieser 
Bemerkung mehrfach Gebranch zu machen Gelegenheit haben, sie anch später 
noch förmlich erweisen (§. 168, II, III). 

Dass man für vier- und mehrfache bestimmte Integrale ähnliche Unter-- 
snchnngen anstellen kann, ist klar; doch wollen wir uns hierauf nicht weiter 
einlassen, da das Gesagte wohl genügen wird. Weitere Untersuchungen über 
bestimmte Integrale mögen späteren Abschnitten vorbehalten seyn. 

Die allgemeine Umformnngsformel istim „Anhang" unter V, VInndXV 
abgeleitet. 

§. 80. 
dflt Inhalt« 



Fig. 45. 



I. Sey die Kurve MN die Projektion (der Gränzlinie) des zu berech- 
nenden Stücks der knunmen Oberfläche auf die £bene der xy, wobei .wir 
voraussetzen, dass jedem Funkte innerhalb dieser Kurve anch nur ein ein> 
ziger Punkt der krummen Oberfläche, in so weit sie zb berechnen ist, 
2ngebCre. 

Durch Gerade, parallel mit den Axen der x 
und y, deren gegenseitige Entfernung bezüglich 
/1j (parallel mit der Axe der Ox) nnd jfSx sey, 
theile man die Fignr (in der Ebene der xy) in 
lauter Rechtecke, wovon PQ eines ist. Die Fläche 
eines jeden dieser Rechtecke igt ^s Jy. — In 
den Eckpunkten des Rechtecks PQ errichte man 
Senkrechte (parallel der z-Ase) und lasse sie 
enden an der Oberfläche , auf der hiedurch vier 
Punkte erhalten werden, die ein Viereck bilden können. Dorcb zwei ent- 
gegenstehende dieser Punkte lege man eine Gerade und ziehe ausserdem die 
vier Geraden, welche über den vier Seiten des Rechtecks PQ liegen. Hie- 
durch erhält man zwei ebene Dreiecke, deren Projektion auf die Ebene der 
xy das Rechteck PQ ist. 
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IMeselbe Konstrnktion vollführe man ftlr alle einzelnen Rechtecke nnd 
erhält dadurch aber der Fignr MN eine aus lanter- kleinen Dreiecken za- 
sammeDgesetzte Fläche (Polyeder) , deren Projektion auf die Ebene der xy 
eben diese Figur ist. Das Dreieck über PQ, dessen eine Spitze über P liegt, 
ist in einer Fbene enthalten, welche durch die drei Punkte geht, deren 
Koordinaten sind: x, y, z; x + Js,y,z + J,z; x,y-H^y, z + .4,z, wo mit 
J,z, djZ die Aenderungen von z bezeichnet sind, die man erhält, wenn man 
bloss X, oder bloss y eich ändern läest. Diese Ebene macht mit der Ebene 
der X y einen Winkel, dessen Cosinus gleich 

• Jxäy 1 '_ 

V[(Jj JrY + Mi^r «)' + My '*.»)'] y [n. r^Y+ ('^'Yl' 

EO dass die Fläche jenes Dreiecks = \dxdyy\\ + (~\ ■+■ \~j^) list 
Die Neigung der Ebene des andern über PQ stehenden Dreiecks ist am so 
mehr der eben besttminten gleich, je kleiner Jx nnd Jy sind, so dass man 
beide Dreiecke um so mehr einander gleich annehmen kann, je kleiner ^x, 
ify sind. Demnach ist ihre Summe =,/:}xJ-jy\i-h(-~\ + \~^) 1- ' 

Addirt man non alle diese (Doppel-) Dreiecke, nnd lässt in dieser 
Snmme^x, ^y unbegräozt abnehmen, so wird der Gränzverth der Summe 
die gesuchte krnmme Fläche geben, da dann der Polyeder sich in die krumme 
Fläche verwandelt (d. h. letztere die Gränze desselben ist). Da zugleich 
-j— und -~ sich nnbegränzt den Grössen g- , ~ gedähert haben, so geht 
die fragliche Summe nach §. 77 und 78 in das doppelt bestimmte Integral 
/3 X /ä y y 1 + \^) -H (gr) über. . Die Gränzen (ör x und y sind aus 
der Figur HN zu entnehmen^. 

Ist also für ein beliebiges x (etwa p) : p R = y, , p r = y, , wo y, , y, 
Funktionen von x sind, und sind x = a (OA) nnd x = b (OB) die Sussersten 
Werthe von x, so ist die Fläche ^= 

Ganz eben so könnte sie ancfa gleich gesetzt werden 

veDn fdr ein beliebiges y (z. B. <]) : q S = x, , q s = x, , wo x, , x, FanfctiO' 
nen von y sind, und wenn die änssersten' Werthe von y gleich a und p (00 
ond OD) sind. 

Hau kann aucli nach in einer etwas rerBchiedenen Welie rerfahren. Die Fläche 
4m einen der über PQ stehenden Dreieeke, deigen Endpunkte zu Koordinaten (x, j, c). 
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<x + ^x, j, z-+-,J,a), (i.y-h'ij, z+^,i) habea, iatW[0x.Jj)'''hiJj J,ty 
+ (^x^,z)']; die Fläche des andern, deiseD Eckpunkte zu Koordinaten (x + ^z, 
j. i + z/,i), (i, y-l-^y,z + ^,z), {x + Jx,y-+-Jy,z-hJ^r. + /t,z-\-J,J,z) 
bat, i«t nach denselben FoTme\u = i Y [{/l x d j)'' + (J y)'' (J, z -h J, J, z}- 
+ (Jx)'(4z + ^. J,z)=]. (wo J. J,z = zi,J.z), d.h.ffleioh 



Lä4st msn lix lind Jy unendlich aboelimen, «o Verden die beiden Quadrat- 
wurzeln '"'V^"'"(ä~)"'"(ö~) so <i*** •o*" ^'6 Flächen setzen kann : 

™di^.^,[v',+(||)V(J-;)'+B], 

wo A und B mit d^ und Jj gegen Null gehen. Die Summe beider Dreiecke ist 
demnach 

wo C die Eigenschaft hat zu Null zu werben, wenn /!x und Jy es werden. 

Die Summe aller Dreiecke ist, wenn durch Sdiee« Summiiung. angedeutet wird. 



szJxJj^ i + Q^y+Qjy+sscjTAj. 

Sninmirt man die zweite Grösse fiir ein bestimmtes x nach allen Werthen Ton y, 
soistSCJidy = ^xEC>^j = JxC,ZJy = JxCi(yj,—yi),woCi einMittel- 
werth zwischen allen C ist und also immer die Eigenschaft der C theilt; aJsdann ist 
SSCJxJy = SC,(yj—yi)Jx = Cj z/i = (b — a)C,, wo C, ein Mittelwerth 
zwischen allen C, (j, — y,) ist, welch letztere ümnerbin mit C, (d. h. mit Jx und 
/iy) zu Null werden. Also wird auch C, zu Null mit ds. und. /ly. Da obige 
Summe hiernach 

.x^.^,V'i + (||)V(L;)Vft_.,c.. 

so wird ihr OrS-nzwerth, wo C, Terscbwindet , gleich dem Grfinzwerth des ersten 
Theils derselben, d. h. gleich dem Integral f f \ '"*'(ö~)"*"(ö~") 63t 8y. Die- 
ses ist somit der Ausdruck der zu berechnenden fläche, 

n. Gesetzt die Gleichung der krummen Oberfläche sey auf Polarkoor- 
dinateD, statt auf reohtwiDklige Koordinaten bezogen , und zwar seyen die- 
selben: die Entfernung r eines Punktes vom Anfangspunkt der Koordinaten, 
der Winkel ip, den r mit seiner Projektton auf die Ebene der zy macht, und 
der Winkel 9, den diese Projektion mit der Aze derx macht, wobei i immer 
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positiv »eya boII, ^ vod — y ^'® "^ "2" 8S™*^*">^* werde, wätirend q> von 
bis 271 gehen kOaiie, und Im DrebaDgesinne : Axe der + x gegen die der 4- 7 
gerechnet werde.. Alsdann ist 

Ist nun r als Funktion von y) und tf> angesehen , so hat man (§. 69, 2) 

Wir haben bereits schon gezeigt, dasg in dem Ausdruck (a) die Ord- 
nung der Integration geändert werden kann; ferner ist klar, dass mittelst 
der nenen Koordinaten ein Element der Fläche aaagedrttckt werden kann, so 
dasB also nothwendig die Formeln des §. 79, 1 hier angewendet werden d&rfen. 
Die dortigen u Dnd v sind hier durch 9) und i/i ersetzt, während g> (n, v) ^ 
tcoeipcov^, ^{/{aiV^^tcostftfingt, nho ^=-—TsinyfBin^-i-^coax(;einy, 

ä» , . 81 , eur 8v Bf Sv . / ■ . 

r— = — rcos^ffsin^ + ^coayjcoe^; e~ s — "b~ B~^^ "^ cogip {rstn\]j — 

ä—co»y>), so dass 

J J «.»Lj;^».»-.»»»] 

wo man das — Zeichen auch weglassen kann , so dass das Flächenstück = 

* DUae Formel llut lieh leicht geometrisch sbleiten, Mdui-wir dadurch ein* that- 
Btehliche BeatAUgang der Richtigkeit denelben haben. Wii volleo niu nSmlich einen 
Ponkt denken, dem v nod v ingehdren nnd dann v nnd qi um die unendlich kleinen GtBuen 
jJv, ^V lieh andern luaea, cd wird der Endpunkt de« Fabi^tiahli t »nf der Oberfllch« eine ' 
Fliehe besahreiben, die vir als anf der Tangentialebene liegend uiEcbea dürfen. Wu nna 
die Projektion denelben auf die Ebene der xy anbelangt, so ist eie gebildet <on der dnrch die 
Aendnong dei ifi.nm ^ip herrorgebrachten Verlängerung Ton leotili, d.h. ran /Ureotip), wo 
dieht |> ndi Ändert, nodTon der dnrch di'Aendemng de* 9 nm^t> in der Ebene den; Tom 
HaJbiDeuer iMifi beichriabenen Linie, dl* senkreebt »of dei entsD iteht nnd als getad muM 
.aagwehen Verden. Die Flach« dieser ProJeadoB ist also, indam letttere IJnies=r«M«>^7: 

^(rMifr). reo#v J»= (— co»* — r**BVilJt(iiw«#^», 

Goc^lc 
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worin r, — . — als FaDküoaen von 9 und 1^ auszudrücken siDd, während 
die GräDzen des Integrals' den BedingiiDgen der Aufgabe gemäss zq be- 
stimmen sind. (Vergl. Anhang, nnter t.) 

ITL Die Formel des §. 49 för Rotationsflächen lässt sich ans der Formel 
(a) nnmittelbar ableiten, Sey nämlich y = f (x) die Gleichnng d« sich 
drehenden Kurve NN' (Fig.32), so ist y* + z* = f(x)' die Gleichung der 
entstehenden Rotationsfläche, * somit: 

'. rät~\' /•8A'_. »'+y'+fWf'(i)' _ tW+f(x)'f 'W_ fW[i + f(i) '] 
'■'■iBlJ'^^Uy^'" «' ~ r«'-yV f«'-y' ' 

•mitbin, da die Gränzen von y sind — f(x) and + f (x) wenn man die htfibe 
entstehende Fläche haben will, ist die ganze Ftäähe = 

'/""■r""'v""^?'^='/"'<->y^w"-/"""v7RF-^- 

Aber es ist 
also die Rotationsfläche = 
die Formel des §■ 49, II. 



indem -J(reft»v)== — ^-j — — Jip =: ■ ■ ■ — ■ J^ Ut. Demiiuh ist dii «igentliche FUobe 
«elbtt ■ ' 

=^( — «M* — r«»i*lreö»¥.^¥"Jff-— — ^— 7T r- - ■ 






indem di« zagelQ^ C 

der TsDgentialebene mit der Ebene der i y Tontellt. Duau ergibt lich dann sein* leicht die 
Formel (b). 

* Dreht lieh nlmlich NK' um OM', 10 beichreibt Q einen Kreis, deisen HalbmeiMr = 
PQ^f(i). Sind nun I, 7, E die KooidiDSten irgend eines Punktes dieser Kreislinie, also 
•Ines Punktes der entetehenden Oberfläche, so ist i = OP, «Sbrend PQ'= y'+ 1." ist, so dau 
da immer PQ' = f(i)*, nothwendlg für alle Punkte der krununen ObeiflSciie die Gleichung 
f(i)> = y» + i'berteht. 



Fig. 46. 



§.81. 
BeUplele zu J. 60. ' 

. Id der Ebene der xz Hegt ein Kreisbogen CB (Fig. 46), der an den Koor- 
~er X (AB) und z (AC) endWt; längs desselben bewegt sich eine Gerade, 
die senkrecht auf der Ebene der x z steht und also eine 
ZjUnderfläche beschreibt. Diese ZjÜnderfläcbe wird durch 
«ine Ebene geschnitten , die durch die Äxe der z und durch 
die in der Ebene der x j liegende Gerade AD geht; man soll 
das Stück BCD derselben berechnen , dos Ton dieser Ebene 
and den Ebenen der x j und x z eingeschlossen wird. (Kreis-. 
förmige 9 KlostergewOlbe.) 

Sej r der Halbmesser des Kreisbogens BG, a, ß die 
Koordinaten seines Mittelpunktes (die gewöhnlich beide 
negatiT seja werden), so ist die Gleichung des Kreises und 
also auch der ZjUnderfläche: 




(,_„). + (.. 



= fi±Vi^^^- 






Die Priyektion der Fläche auf die Ebene der xy ist das Dreieck BAD, und 

b 
wennAB^a, BD = b, so' ist die Gleichung der Geraden AD: j^ — x; also sind 

die Gränzen von j ftlr ein beliebiges x (^ AE) : und — x (= EF) , während die 
ron X sind und a, so dass also die zu berechnende Fläche ist; 

Sx 
Aber es i$t, wenn man x — «^z, x^z + a, s-=:l setzt; 

Vr'-(x-»)' yvT^^' yy?=? \ ^j 



^_Vr»-(x-o)' + « 



••(-=^)-/:vri 



-Vt'-(.-.)' 



+ yi^ — a^ + aaTj(iin= j + oar«f «n— — V 

Iit nnn s die Länge des Bogens BC, so ist (g. 47): 

'~y.V'+ r'-(x-«)- ^^-7»V?^^-^^ V. r } 

+ riwe( «n^ — J , 

mitbin die fragliche Tläche = 



Plane«!, DUrennllal- E. Intei:r>l-itachiiniit. I. AsJl. 



»Google 



^[V?;rr— V.'-(.-.)'] + ^. 



Nun ist alMr, wenn AC = li, für den Punkt C des Kreiae«: 

a» + (h — j»)'=r', »lior' — o'=(h — jJ)*, V ''—"' = l" — !*■ 
eben «o filr B; 

(.~<.)* + ^' = i'. r'-(a-«)' = |9*. Vr'-{ft~«)' = ±i». 
Je naelidem, ob ß poaJtiT oder oegatir ist. Setzen wir ß oegatir Tonns, ao ist 

V'?^^-Vr'-(»-«)' = b-i» + ? = h, 
mitbin die Flfiche : 

-^^ '7- It. Um den Än&ngspunkt der Koordinaten O ist mit dem 

HalbmeBsei r eine Ktig«lflAohe bescbrieben ; man soll d&s ttber 
dem Reebtecke OC (Fig. 47) liegende Stack derselben berecbnen, 
wennOA = a, OB = bist. 

Die Qleicbung der Eug^lflSehe ist x'-f-j'+z'^r', woran* 



(6i\* x' y' r' t' 

— I =l + ^+-7=-j=^ . ^ - ^ , und da die Qrinzep Ton y sind und b, 

von X aber und a, so ist die fragliche Fl&cbe ^ 

also die Fläche = 

!■ / are (na^—^—=f 8«. 

Dm das liier Torkommende Integral zu bestimmen, setze man in der Formel (7) 
des g. 27 : 






= I, »lao t 



ey_ 



"•(•^-yfe.)— '•("=,V,.:t.-..)-^'"-"('^-V^)- 

Mso die Fläcbe ^ 

[:.,qm.o=bv Google 



.,«,.(*=-^)-,-„.(»=-^=4i=l)+"""(~=,7=^> 

V , Yt'—n'y V rV r' — b' — a'-' V y ,'— b'-' 

ÜaraUB folgt, dssa r' > a' -t- b' seyn musa, wie sich tod selbst rersteht, wenn 
Qber den ganzen Rechteck noch Kugelfl&che sich befinden soll. 

' ni. Dureli die Kugel, deren Gleichung i' +• j' -I- b' ^ r' ist, wird ein Zylinder 
gesteckt, dessen Gleichung x' — rx + z'^0 iat; man soll da» Stück derZylinder- 
flAebe, das innerhalb der Kugel, so wie das der Kagel fläche innerhalb des Zylinders 

Die Ku^l hat r zum Halbmesser und ihr Mittelpunkt ist Anfangspunkt der 
Koordinaten; der Zylinder steht senkreaht auf der Ebene Fig. 48. 

der X2:* seine Orundfläcbe ist ein Kreis Tom Halbmesser 
-^ und dessen Mittelpunkt anf der &xa der x, ib der Ent- 
fernung -ö~ Tom Anfangspunkt ist. Der Durchschnitt der 
Ebene der xz mit Zylinder und Kugel bildet also die Fi-~ ' 
gor 48 , wo ÄBA'B' der um O mit dem Halbmesser r be- 
schriebene Kugelkreis, der um OA als Durchmesser be- 
schriebene Kreis aber der Durchschnitt der Zylinderfläche 
ist. Die Axe der y liegt also auf dem Zylindermantel. 

Was die Projektion der Durch schnittakurre beider Flächen auf die Ebene der xy 
anbelangt, so erhält map ihre Gleichung, 'wenn man z aus den beiden Gleichungen 
eliminirt. Dadurch ergibt sich y'+rx=r', eine Parabel, die durch die Punkte x=r, 
y = Onndx = 0, y=;±r geht (Fig. 49), so dass EDE' 
diese Projektion Torstellt. Was nun das KugelstQok 
innerhalb des Zylinders anbelangt, so besteht es aus zwei 
gleichen Theilen, die sich im Funkte A (Fig. 48) berühren ; 
der eine Theit liegt auf der Seite der positiven y, der 
andere auf der der negativen yj ferner schneidet die 
Ebene der xy jeden dieser zwei Theile wieder in zwei 
Hälften, so dasa man also bloss ein Viertel des Ganzen 
zu berechnen braucht. Die Projektion eines solchen Vier- 
tels ist in Figur 49 die Flaebe DFEG; wo also die G ran- 
zen von y sind: Vr'— rx (Wr DFE), Vr'— x' {fUr 

DGE). mithin, da y H- (11)'+ (^) denselben Wertb hat wie in II , ist 
KugeUäehenitack : 




Fig. 4a. 







"/.B 



^0» 



"/.■"•(-v,-^.)' 



' * Senkrecht auf der Ebene der i y kann man ihn nicht anfstsheo lassen, da sonst In der 
Oleidnmg i nicht rorkime, wu doch die Formet (a) TSrlangt. 
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Nun ist (§27): 

2j, . + .■ 
Setzt man i = z', r-^2i, so ist, da die Gräozen von z aind nnd Yr: 

also die Fläche: 2r'n-r'ji-4r' + r'ir = r'(2«— 4) = 2 r'(!T - ?). (Vergl. 
S. 78, IV). 

Was die Zylinderfl&che innerhalb dei Kugel anbelaogt, so wird sie Ton der 
Ebene der xy in zwei Hälften getfaeilt, woTon DFEE'FD die Projektion auf die 

it St 

Xbene. deixy ist. Da au» I* — rx + z'^^O folgt: 2i — H-2z^ — ^'Bi — ■ 

, so ist die iragliehe Tläche : 

1 

7._o.ii; /■ 

6y 



2> 2^.^=^ 

Ja J y 4{ti — 1') Jo 2l/iVr — I -^ _ 

IV. Eine Kegelfläohe, deren Ase die der z iat und'die durch Rotation einer 
durch den Anfangspunkt der Koordinaten gehenden Geraden, die mit der Axe der 
z den Winkel a macht, um die Axe der z entstanden ist, schneidet eine KugeUSche, 
deren Halbmesser r ist, und deren Mittelpunkt der n&mliche Anfangspunkt ist. Han 
soll das Stück der Kugelfläohe innerhalb der Kegelfläcfae berechnen. 

Die Gleichung der Kngel ist x' + y' + z' ^ r* und abo wie oben 

y 1+ Tg^) + (g^) = w^=j== . Was die Kegelfläthe anbelangt, so 

wollen wir von einem Punkte (x,j,z) derselben auf die Ebene der xyuns eine Senk- 
rechte gezogen denken; die Länge derselben ist ^ z; rerbindet man ihren Fnas< 
puukt mit dem Anfangspunkt der Koordinaten, so ist die Länge der Verbindungs- 
linien Vi'+y^ und man hat offenbar: 

— pr . —: . =' = c6tga, also y' + i'^i'(^'o. 



als Gleichung der Segelfläche. Die Projektion der Durchschnittskurre auf die Ebene 
der xy ist also 



(>' + ?■)■« + tolg'a) = r*. i' + y* = r'«n'ß, 
ein Kreis Tom Halbmesser r sin a, dessen Hittelpunkt der Aa&ngspunkt der Koordi- 
naten ist. Demnach ist die fragliche Fläche : 




'•»=1/ ^^^')ai = 2r'«-2r«Vi^^^=2r'«a-e>«a) = 4r' 






y. Ein EreiszjlindeT steht schief auf seiner Grundfläche; es soll sein Hantel 
herechnet werden. Sej r der H^lmieBser der Grundfläche, b die Länge der Zjlin- 
deraxe, a der Winkel, den sie mit der Grundebene macht; femer wähle man letztere 
zur Ebene der x; , den Mittelpunkt des Gmndkreises zum Anfangspunkt der Koor- 
dinaten, die Ebene durch die Axe des 2jlindera und die Axe der z zur Ebene der x z, 
so dass die Axe der x Projektion der Zjrllnderaxe auf die Ebene der x; ist. Was 
nun die Gleichung der 2ylinderfl&che anbelangt, so denken wir uns dnrch den 
Punkt (x,j,z) derselben eine Ebene parallel mit der Grundfläche, welche die Zjlin- 
deraze in einem Punkte schneiden wird , dessen Entfernung Tom gewählten Punkte 
^ r ist. Die Länge des ZjUndeTazenitücks vom Anfangspunkt der Koordinaten 
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bis za diesem DuTchscbnittspniikte ist -: — , so dass die Koordiaaten de« Dnroh- 
scbDittspimkU sind; -r^eoaa, 0, z, und mtui ftlso hat: 

d. h. die GleicbuDg der ZjUoderflitche ist 

{leotya — t)* + y' — r' leoi^o = i + Vt'— y'. 
wo beide Zeiohen e:elteD, da jedes z die ZylinderSäche zweimal trifft. Man ^ebt 
daraus x. 

_ r'(l + <y'a) — y' _ r' — y'tfw'a 
r'-y' „.'«{r'-y')- 

Sind AB, CD zwei Kreise vom Halbmesser r, ist die Entfernaog 00' ihrer Hit- 
telpiiDkte=:;h<H)««, «o stellt Figur 60 die Projektion der zu berechnenden Fläche 
Fig. 50. auf die Ebene der xy Tor, wobei 00' 

Axe der X, OB der j ist. Dabei ist 
(j X» AEBCHD die Projektion der einen Hälfte, 
' ^ AGBCFD der andern. In diesem Falle 

s nun bequemer, die Formel (a') an- 
zuwenden. FQr ein beliebiges j = OL 
sind die Oränzen von x 



:!5r 



-/: 



ßr die erste Hälfte: — NL= — IJtfund LP = 00' — PQ = 00' — LM, 
, „zweite „ ; +LM und LR = 00'-t- QR = 00' + LM. 

Da nun LM^ Vr*— j' und — r, + r die OrKnzen von y sind, so hat man für 
den Zylindermantel; 

eniaj J V t'— y' cotaj J f r' — y' 



Satzt man hier j = iainit, g- = rco*q[i, so sind die Oiänzeu von ^: und^ 



und ei ist die Flfiohe = 



rhj Yl—eot'arii 



i;g™o::b,'GoO'^lc 



Qen^M §. 87, VII ist aber 4r/ Vi — eoa'««»!*?) 8(jj der Umfing emet 

Ellipse, deren Balbazen sind; r and 'laina, und da diese Ellipse die Kurve ist, die 
man erhält, wenn mandeuZjlinder seDkrecbt auf seine Axe durchschneidet, so folgt 
hieraus, dass der Zylindermantel gleich ist dem Umfang des senkrecht auf die Axe 
geAhrtcD Schnittes, multiplixirt mit der Länge der Axe. 

YI. Man soll die Fläche berechnen, die durch Rotation der Lenmisoate (Fig. 25, 
8.180) um BA entsteht. * Die Qleichung der LemnisocUe ist r'^a'co«2a> = 

a'(«M'(» — ein^iu), also da r*^x'-+-y*, cos^at^ vv; ';. *m*iD=^ , , , so ist 
ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten: (x' + y')* ^ a* (i' — y') folglich 
die Gleichung der RotaUonsfläche, wenn die Axen der x nnd y bleiben (§,80, UI): 

(,. + y. + ,.)> = ».(,._y._,.). 

Setzt man die oben erwähnten Polarkoordinaten, so ist : 
I* T^ a.' r' (eoi' ip eot' gi — flo»'*«n'»i — «tt»'(j) = a*r*(2«i»'veo»'ip — 1), 

r' = a*(2(.of'«.co»'*-l). 



' (r + 4 a' Bo* * y <o»* (r »m* ( 



1 q>, wenn man nur die 
j-; die einem beliebigen 
<p entsprecheuden Gränzwerthe Ton ifi sind, wenn der Pol wie hier nicht im Innern 
des Körpers Liegt, aus dem Kegel za entnehmen, dessen Spitze im Pol eich befindet 
und der die. zu berechnende Fläche umhttllt. Für unsem F^l ist derselbe enstanden 

durch Botatian,einer Geraden durch ä, die mit AB einen Winkel = — macht, um 
AB. Da die Gleichung dieser Geraden y :=:x ist, so ist y'+z*=^i' die Gleichung 
d«s Kegels, also wenn man die Polarkoordinaten einfuhrt: eot^^ain'lp-i-nn^xf) 

= co*'ifn;ö«'<p, woraus wn' i(i = «>«* »p cos 2 Vi , tg''\p^tM2<p, tg^ii = Vco»2<p, 
sodass die Gränzen von «|j sind: -i-ara(lg=Ve<u2(f). — are(t^ = Vcoa2(p) und 
mithin die zu berechnende' Hälfte : 



Hieraus 








= 4 
also 


+ 4a*eo»'» 


M'i(; = 4a*«B')>«(« 

«t^'v — 4 a* CO»'» eoi 
. + 4a'm<'»ieo»'?. 
ii'eof'(Beof'i(i + a*e 


2a*e 
'peo 

-4a 

M'lp 




Y©' 


-['-(f:)> 


1*11 = 


Was nun 


die Gränzwerthe 




die 


durch AMB e 




und 



■ Findet »ich ntoh g. 48, DI für r==s' 
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BektifikitiOD doppelt £«kiümmtei Knrreii. 



Da nun /eo«i^Bi|i^sniif', abo das beBtinuntelnliegTalDacbifi gleich «innre (&r=^ 
V «w 2 qi) — »wt [— ttre (^ = V «w 2 ^)] = 2 ain o« ((3 = V«w 2 q») , und alJg«meifi 
it alio die halbe Fläohe — 



Dm das hier rorkonuneDde Integral zu bestimmen , setzen wir «04 2 <|i = u, 

dv 80 1 

— 2«n2q»g-^ I, 0—^ ~2i7^^^^' '****''2 9i immer positiT ist Also ist 

y V H-M.2» * 2/ V IH-a VT^TT» 27 V (l+n){l— n») 

n , t' Bu 2 t 

Setzt man hier noch ^ -=t',u:^ . , , g— = ,. ,., , so ist 



u sind; 1 nod 0, abo von tvoc vind4, so das« 



y V H-co.2»°'' 71+2»' O+T»)' J\i+2,')(l-^ 

wobei nun die Gränzen Ton u sind; 1 nod 0, abo Ton t. 

J Vrn;;2^^»-y(»+2T«)( 

Aber 
y 0+2^^0+"^ "V Cl+T'" I+2^J ^ 

/'" t'6t ^« 1 *_y2-l)* 

yä+2T')(i+T') 2 y2 2 yz Z' 

also die halbe Fljw:be=:2a'B ^^ ' . die ganze ^~-^=2i'7i(2—V2). 

(Yergl. §. 160, Ui §. 169,1; Anhang, unter tf). 

§. 82. 
BektifikatioD do^lt gekrflmnUei Kurren. 

Soll man die Länge des Bogeas eiaer doppelt gekrömmten Knrve'be- 
rechnen, dessen Endabszissen (z) a und b sind, bo wird man vie in §. 47 

I Goo'^lc 
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aDDehmeD dürfen , dass Sehne und Bogen zasammenfallen , wenn beide 
nnendlich klein sind. Da nan die Länge der Sehne ^ydx^-t-Jy^ + Jz* ist, 
wenn sie sich vom Punkte (x, y, z) znm Punkte {x + Jz, y + Jy, z + Jz) 
erstreckt, so ist also, wenn Js die Länge des sich zwischen denselben Punk- 
ten erstreckenden Kurvenbogens ist: 



yjx'+jj'-t-jz' 



woiaas dann leicht folgt, dass die Länge des zu berechnenden Bogens = 



qnotienten sind, und das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der Bo- 
gen wächst oder abnimmt mit wachsendem z. In dieser Beziehung gelten 
öberhanpt die in §. 47 schon gemachten Bemerknagen. * 



* Man vird lich Ton der 'L&nge einea KairenbogeDt Immerhin den kUnten Begriff 
macheii, wenn man denselben als Grame der Samme aller Selten eines ei ngescbri ebenen (ge- 
radlinigen) Linienzng« (S- 4T) ansieht. Sind die anf der x-Axe gemesianen Abitftnde der 
Eckponkte des Zages Mmmtiicb = Jx (d. h. ist die* Pro)ektioD aller Seiten anf die i-Axe 

gleich Jx>, »0 igt die Lange irgend rinerSeiW = Ji \/ l + f^^j '^(^J ' '"'' ''* 

«■ »■ '>V^<^ J<Pd'=V^< IO'<M)^- - '«- ■=». " 

ist diese LSnge — ^iV^''~(n) ~'~(n~) '^'"^^ ^'" Snmme aller Seiten ist also, 
weBtiwir d ■ Sommenieichen S gebrauchen ; S/Styl + i^^J "'"Ca") +Saiii. Der 



Grlniwerth des ersten Theil«ist(g^S9) /Sil/ H-T^J + (g-^J , der des sireiten 
Theils aber Knil (S. ?, IT). Demnach iit der Grloiwerth der Smnme alier Seiten des Linlen- 
tags, d. h.der Karvenbogen— /y^^-fal+fö-) 8*- ^"•' "'"' *" Beng 

anf Beieiflhnnng diesen Aosdrack anch ichreiben kann: ly l + (j^) "'"{j") '^' °^*'' 

l)„„,-I:b,GOOi^lC 
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I. Hftn soll die Länge einer auf einen «enlu'eehton Zylinder vom Halbmeiaer r . 
j^wickeltien Scbraubenliaie berechnen. 

Die Gleiehon gen derselben sind x^rotwa), 7 = rnne), z = ara>, wo a eine 
EoBBtante iat, und lu den Winkel bedeutet, -den der Tom Punkte (s, y, ,i).senkredit 
auf die Zjlinderaxe gezogene HalbmeBser des Zjlindere mit der Aze der x macht, 
wenn derselbe Ton bis in's ünfaegrAnite gezählt wird. - Demnach ; 

8y e» Tcoia 6e 6» ar a 

= r/V'<«*" + <'<"'» + a'B*^rVl+a»/B» = rV'+a"». 
mitbin wenn nnd «)| die GrSnzweTtbe Ton ta sind, so ist die LSnge des Bogen« =: 
tat, V ]+a'^= — y 1+a', wo Zj die Ordinate dee Endpunktes ist. 

II. Han soll die Länge des Bogens einer auf einen »enkrechteu Ereiskegel ge- 
wickelten Scbraubenliaie bestimmen. 

Han kann sich die fragliche Schraubenlinie in folgender Weise entstanden 
denken, £ine Gerade, die durch den An&ngspuokt der Koordinaten geht, mache 
mit der Are der x den Winkel a und drehe sich mit gleichförmiger Bewegung vun 
diese Axe, während ein Punkt in derselben, der vom Anfangspunkt ebenfalls aus- 
gebt, sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegt; alsdann beschreibt die Gerade 
' die Kegelfläohe, der Punkt die fragliche Schraubenlinie. Dm die Gleichungen der- 
selben zu finden, beachten wir zuerst, dass die Gleichung der Kegelfläche ist j'+z'::=: 
X^lg^a{§. 81, IV) und diess die eine der Gleichungen sejn wird., Seyen nun x, j,z 
die Koordinaten des besohreib enden Punktes zur Zeit t, so wird, wenn c der Winkel 
ist, den die durch die Axe der x uod die drehende Gerade gelegte Ebene in der Zeit . 
1 zurücklegt, et der Winkel seyn, den diese Ebene in jenem Zeitmoment mit der 
Ebene der x j macht, wenn diese letztere Ebene die anfangliche Lage der beweg- 
lichen Ebene ist. Ist ferner a der Weg, den der beschreibende Punkt in der Zeit 1 
zurücklegt, so ist seine Entfernung vom Anfangspunkt zur Zeit t gleich at, und 
wenn man nnn die bewegliche Gerade in dem Zeitmomente t auf die Ebene deryz 
projizirt, dabei voraussetzt, dass der Winkel c t in der Eichtung von der Axe der y 
zu der der z gezählt wird, so wird et der Winkel seyn, den diese Projektion, deren 
Länge :=at«in(t ist, macht mit der Axe der y. Daraus folgt, dass nothwendig 
y ^^atai'n et eoa (et) ist. Da auch atcojce^x, so ist t=- und mau kann da- 
her folgende zwei Gleichungen als Gleichungen der Sobraubenlinie »ufitellen; 

'"•""•i^}- -=-'»"""(;;5b); 

woraus tod selbst folgt y' + z'^x*!iy'a. Was nun den Qnotient«a ~ anbelangt, 
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, , = 7 — ( " _ ' ■. • miUiiÄf da die DurchschDitlskurre durch 

die Ebene der z 7 in Tier gleiche Tfaeile getheilt wird, und die OiäDzen ron x fSr einen 
derselben sind und T, so ist dieser Tierte Theil ^ 



H&n set^e hier x^rcM'ip, was man dsrC da x^^i >° 
- und 0, and es ist r— := — 2rnnf eosfi, also 

2 yy-xfr'-x') 27 „ V7.,^,.,Vl^^^^ 




='/;■ 



Diese Grosse ist aber (§. 67, VlIJ gleich dem Tierten Theil des Dmfangs einer 
Ellipse, deren Halbaxen rV2 und r sind, so daas also die ganze Länge der Enrve 
gleich ist dem Dmbng dieser Ellipse. 

IV. Han s«ll die Länge der Durohschnittslüie der Kngel x'+j'+E*=a' und 

des elliptiechen Zylinders -j + rj-;^ I(b*<a*) berechnen. 

Man zieht aus x' + y' + z* :z: a', b*x' + a*y^ = a*b^:y ^^ Va^^x^ 

z = — — — V»*— x' = — Va^— I*, wenn a* — b' ^= e'. Daraus ü~ ^^ — 

^' ^= " 1 ( r^^Vi r8'Y^ -^'(>'-'') + b' '''+"'-' 



Für den vierten Theil der Qber der Ebene der ly liegenden Durchs chnittskurre 
lind die Gränzen von x:0 und a, so dass also derselbe^ 



."/vfe= 



mithin der über der Ebene der xj befindliche Tbeil^^2aff, d. h. gleich dem Dm- 
fiing eines grüssten Kreises der Eugel. 

V. Wollte man bei diesen Aufgaben die Polarkoordinaten des §.80 
einführen, so mUesten etwa r nnd t/i als Funktionen von 9 betrachtet werden, 
und man hätte 
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VI, Die I^Bgel x*-l-y*-l- «' = b' durcluebaeidet die FIKche (x*+j'-+-b')'= 
a'x.'-l-b*y'-Hc'z', wo »'>b'>c'; man soll die Länge der DurchschDitlakuire 
bsrechnen. 

Führt man Polarkoordinaten ein, so ist r^^b, also b* ^a'ooj'^fiööa'qj -t- 
b'eaB'ifi«in'q)-+-cVn''/'. b' — c' = ew'il' (&'iws*9 + b'^in'^i — o'), nw'f}t = 

n K- — i TTi ., . 1 , BO dass wenn a' — o' = e', b' — c' = e', «oa't^^ 

(a' — «*) eo*' (H- (b' — e*) $m'w ___^ 

-j i-'r - i - ' T' -woTtim wie oben V (s-;) +coj*i|i::^- ,— - j - , :;\ -i - , also 

da für den achten Theil der DuiebschDittskurre die Qränsen toq <p sind und ~^> 

■o ist die Kurve ^^ 



d, h. glcioh dem doppelten Dm&ng eines grOssten Kogelkteises. 



Berecbnnng Ton KOrperinbalteD. 

I. Soll man den Inhalt eines beliebig begränzten Körpers suchen, so 
wird man darch Ebenen , die parallel gehen mit ^en Koordinatenebenen der 
zy, X z, yz den^eben in Prismen zertheilen. Sind die betreffenden Ebenen 
in je gleichem Abstände und zwar die mit der £bene der x y parallelen in 
dem Abstände Jz, die mit der Ebene derxz parallelen in dem Abstände ^y, 
die mit der Ebene der yz parallelen in dem Abstände Jx, so wird der Inhalt 
eines solchen Prismas = Jx Jy <iz seyn. Je kleiner nun ds, ^'y, dz sind, 
desto mehr solcher Prismen werden sich im Jnnem des seinem Inhalte nach 
zu berechnenden Körperranms befinden, so dass, wenn vir dx, Jy, jiz un- 
endlich abnehmen lassen, diese Anzahl immer grösser wird. Allerdings 
Verden dnrch die gezogenen Ebenen im Innern des Körpers nicht lanter 
Prismen gebildet werden, vielmehr an den Begränznngen hin nnregelmässigere 
Körperstucke entstehen; je kleiner aber Ji, dy, Jz sind, desto kleiner 
werden' auch diese unregelmässigen Stückchen werden, so dass, venn man 
dx, dy, äz schliesslich als nnendlicb klein ansieht, dieselben um den 
Körper fiemm eine unendlich dünne Schichte bilden werden, deren Inhalt 
mithin verschwinden vird. Wir haben demnach das Recht zn sagen, der zn 
berechnende Körper bestehe bloss aus den unendlich kleinen Körperelementen 
dx Jy dz, deren Snmme also den gesuchten Inhalt ausmacht (d. h. letz- 
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terer sey dieQränie, der sich jene Samme nähert). Was nun die Begrän- 
zuDg des Körpers aabelabgt, so wollen wir uns (Fig. 45) anf der Ebene der 
X y einen senlüvchten Zylinder errichtet denken, dessen Grundfläche MN eey, 
nnd das EörperstQck berechnen, das innerhalb der Zylinderwand und Stücken 
von gegebenen krnmmen Oberflächen liege, die den Zylinder durchschneiden. 
Sind nun Zg , x^ die Werthe von z als Funktionen von x nnd y, wie eie der 
unteren nnd oberen dieser krammen Oberflächen innerhalb des Zylinders zn- 
kommen, so wird die Grösse 



,ß 



Ax Ay I %t = AiAy{ti — Zj) 

die Summe all der unendlich kleinen Prismen ansdrücken, die über dem un- 
endlich kleinen Rechtecke PQ stehen, wenn x, y die Koordinaten vonP sind. 
Also wird, wenn y„ y, die als Funktionen von x gegebenen Werthe von pR, 
p r sind,' die Grösse 



"/"/'■ 



den i)ber dem nnendlich schmalen Streifen Br liegenden Körperstreifen aus- 
driicken; endlich, wenn a und b die änseereten Werthe von x(OA,OB) sind, 
so drückt 



>/-/- 



den gesuchten EOrperinhalt aas. Dass man bei der Snmmimng keineswegs 
die eben eingeschlagene Ordnung einhalten mass, ist wohl klar, so dass die 
Ordnung der Integration eine willkürliche ist. Eben so wird man unschwer 
einsehen, wie man sich in verwickeiteren Fällen zn helfen hätte. 

HAPährt man statt rechtwinkliger Koordinaten die bereits in §. 80 an- 

gewHideten Polarkoordinaten ein, wo nun r, 91, ^ die drei neuen nnabfaängig 

Veränderlichen sind, so ist in §.79, V: y = tcoe^coBip, ip=^ xainifcoaip, 

Ö = rsjn^, n = r, v = ^, v/ = xf), also: 

.8» iv . B» . 8* . 

— — — eoipeetifi, — ^ — rjwi^iJo»V. 7~-=^ — rao»^««^, — =;»m?i<o«*', 

81p 8>(. . B» . 8» „ ee 

- — — rcoj^eoiip, -— =: — ititiviinti>, ~ — ^«tniji, - — =^0, - — ^rtfotip; 
woraus dann M = r'^co0^, demnach: 

///••»'•■=///'•"♦•'•"»■ 

wo non die Gränsen des neuen- Integrals den Bedingungen der Aufgabe ge- 
m&88 zn wählen sind. Liegt der Pol im Innern eines allseitig geschlossenen 



,glc 



336 Bei*piel«. 

Körpers, so sind die GräDzeo nach r:0 and r, wenn r jetzt die ans der in 
Polarkoordinaten gegebenen Gleichung der begräntenden kmmmen Oberfläche 
gezogene Punktion von 9: und yj ist, die dort mit diesem Buchstaben be- 
zeichnet wird; die Gränzen von ?^ sind — Y "fd + -5-, von 91 : and 2 tc, 
BO dags also dann der Körperinhalt = 

ist. 

III. Es läset sich von der eben gefundenen Formel eme geometrische 
Ableitung geben, die wir hier beifügen wollen, da sie die Anstände beseitigt, 
die eine Anwendung der Formeln des §. 79 haben könnte. Denken wir nns 
nämlich im Innern des zu berechnenden Kärperraums einen Punkt, dessen 
Polarkoordinaten r, y), 1/1 seyen, ziehen den Fahrstrabl r nach dem Pole; 
piojiziren denselben auf die Polarebene (Ebene der xy), so wird die Projek- 
tion mit der Axe der 3 den Winkel g> , so wie mit r den Winkel ip machen. 
Wir wollen nns nun r um ^r verlängert denken, so wie r selbst sich nm den 
Winkel ^tft gegen die Axe derz sich drehen lassen, so dass also r nicht ans 
der durch r ond die Projektion von r gehenden Ebene heranstritt. Alsdann 
wird, wenn Jt, dift unendlich klein sind, di ein Rechteck beschreiben, 
dessen Seiten dt und rdift, dessen Inhalt also = ididijj ist. Lässt man 
nun die Ebene, in der dieses Rechteck sich befindet, sich drehen um die Axe 
der z und zwar den Winkel dgi durchlaufen, so wird, für ein nnendltch kleines 
dgi, das Rechteck ein Parallel epiped beschreiben, dessen Grundfläche eben 
jenes Rechteck, dessen Höhe aber = r cos i/)^(jp, so dass sein Inhalt = 
r'cosyidrdifjdqt ist. Dieses ist nun ein Körperelement und durch Sum- 
mirong all der Körperelemente erhält man den Köipeiinhalt, wodurch dann 
obiges Integral wieder znm Vorschein kommt. (Vergl. Anhang S, I.) 

§.84. * . 

Beispiele in S- 63- 

L Man boU den tod dem dreiaxigen Ellipsoide (§. 51,1) nrnschlosseneit Eürper- 
raum berechnen. 

Die GleiohuDg des Ellipsoids ist — -(- rj + -j- =: 1 , und es wird Ton der Ebene 
der X 7 in einer Ellipse geschnitten, deren Gleichung ^ + ^ = 1 ist. Demnach. 
n die übe r der Ebene der xy stehende Hälfte erhalten will, ist Zo=0, % = 
p^ — ^ ; femer ist die Gleichung der Kurve MN (Fig. *5) rr "*" k»" ^^ ' ' 

also yo = — byl — -^, y, =byi — -j und die Gränzen vom sind — a und 
-hst, tu dasB die fragliche Hälfte ^ 



.V7 
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bm'2» r ex 



' (««8»— Si»«.«»* 
i<a<u2» — 2»'wi«'ie)' 3«o«2y(i!0«2» — 2t*tw'y)*x 



/<^ 



(SmcVcmV — l)'«M1pBlp: 



, Seei'29 ( ^r 7.«ot'9 \ 

»Hn(j{2«>*V w'ip— 1)' ' 3oij»2»i»in(i(2eo»V«o»V— 1) 

= _ _ 

.«w*<irc(^ = VeoB2gi) — 1=0, so ist 



= — 77; ^-orol — : — — V^* 1 = t — yr: in 



K*=l) 



alao der Inhftll : 



— 

«a'^ «a' ,^ 8 _ «>' ,/•, 3ä «-x «»' «»' /' , , «^ 
= -^-^472'~V-rv72'l''-8'""'Tj~-6- = 472'V'^TJ- 

(Twgl. 8.60, Tl) 

Diq.izeobvGoOl^lc 
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TTT . Ein senkrechter KreiszjIiDder wird mit einer Ebene , die dorch einen 
Dnrchinetser seiner GnindflÄohe geht , und mit letcterer den Winkel a macht, ge- 
Bobnitten. Han soll das Körperstück berechnen, das dadurch rem Zjlinder abge- 
schnitten wird, wenn r der Halbmesser des Zylinders, ist. 

Nüoiat man den Hittelpunkt der Gninddäcbe zum Anfangspunkt rechtwinkliger 
Koordinaten, den fraglichen Durchmesser zur Axe der y, die Grundfläche aur Ebene 
derxf, so ist die Gleichung des Schnitts : z=-i.tga, und es sind die Gränzen Ton 
z:0 und i!^«, Tony: — Vr'— x" und V r'— x*. Ton x : und r, so dass der 
zu beredinende KOrper gleich 

3 
Dabei ist Ti^a die HOhe des Eorpeistüoks, so dass letzteres ^=^'o~f bist, wenn 

man mit h die Hohe bezeichnet. 



Fall, da die zu integrirende OiSsse lam Theit imiginSr wird. 

IV. Es kann sich ereignen, dass bei der Berechnung eines Kdrper- 
inhaltes (überhaupt eines bestimmten Integrals) die Gränzen für die Sereeh- 
nnng selbst sehr imbeqaem gewäbU werden müssen, dass aber, wem) man 
etwa weiter gehende Gränzen nähme , die Rechnung sebr erleichtert würde. 
Natürlich erhält man auf diese Weise nicht den gesuchten Werth; ist man 
aber im Stande, nachträglich das auszuscheiden, was zu viel erhalten worden, 
so ergibt sich der rfchtige Werth unmittelbar. Dieses Ausscheiden wird 
dann immer leicht seyn, wenn für alle Wertbe der Unabhängigen, die zu 
viel eingetreten sind, die Elemente des bestimmten Integrals rein imaginär 
(d. b. von der Form b i) sind, während sie begreiflich für die übrigen Wertbe 
reell seyn müssen. 

In diesem Falle erscheint dann der gefundene (unrichtige) Werth unter 
der Form Ä + Bi (§. 4), wo A und B reelle Zahlen sind, und es ist A der 
wahre Werth des Integrals. "Wir wollen diess durch ein Beispiel ertäntem. 

Es soll ein Stück eines dreiaxigen £llipsoids berechnet ^verden (Nr. I), das be- 
gränzt ist tod der Koordinaten-Ebene der z ;, der der x z und einer Ebene, welche . 
durch die z-Axe geht und die Ebene der x j in einer Geraden schneidet, deren Glei- 
chung 7 :=^ m X ist (m |> Torausgesetzt). 

Wie in I handelt es sich hier um das doppelt bestimmte Integral 



"/•■/V-S-S" 



dessen Gränzen nach x und y aus der Projektion des fraglichen Stücks auf die Ebene 
der xj KU ermitteln sind. Diese Projektion ist ein elliptischer Ausschnitt, begränzt 
ron der x-Axe OC (Länge ^a), der Geraden y i= m x (0 A), und dem elliptischen 
Bogen zwisohen beiden Geraden. Für alle Punkte innerhalb dieses Ausschnitt« ist 



8 
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bekaiinUich|i + ^<l, a)«o y 1— ^ — ^ reeU (positiT); geht maB aber über 
den be^&DEendea elliptiaehea Bogen biwtiu , io wird —i + h> '^ ' ^"' 




r Form Hi, t 



.eTI). 



Wollte man die Gr&nsen bloss iniierh&lb 
des fra^chen Scboittes aa^beu, so nOeste 
man uoUiweDdig das lolegral in zwei tbeilen 
und, iwar wenn AB parallel der y-Axe, fOr die 
Punkte im Dreiecke OAB, und die im Abschnitte 
ABC. Was den Funkt B anbelangt, so ist 

seine Abszisse (die Ton A) gleich 



in OAB ist y = mx, in BAC aber j^b' V 1 — ^ (d» die Endpunkte inAC liegen). 
Demnach wäre der fragliche KOrperraum, nenn ■■- -^ 



Statt nun aber diese beiden Integrale zu berechnen, wollen wir OA Terlängem bis 
zum Zustunmentreffen mit der auf OC Senkrechten CD und die Gränzen auf das 
Dreieck ÖGD ausdehnen. Für die Punkte in ACD ist, wie wir schou gezeigt, das 
Integral rein unaginär. Daraus folgt, dass wenn man die Grosse 



'f"/V^-T-'i'' 



unter der Form M + N i ermittelt hat, H der verlangte Inhalt ist. 
Setzt man (§.79, I^)j = x.l, so ist die (b); 



0.) 



•/-/'AA^?^'-="/-/Y-6^9- 
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Nun ist aber 
demnach ist 


eF(b,a) 
8b 




Was feiner die Grosse 






8F(b,a) i 


BF(i,«) 8[F(b.<.)-r(a,a)] 



anbelaogt, so ist sie gleicb dem parüellen DifferentialqDOtientea von 
/ f (z, a) 3 X Dach «, wenn man dabei a und b als unabhängig von a ansieht. 
Derselbe ist = 



^- j^ — ^=*y:^^ 



so dass endlich 

Sind b und a nnabbängig von a, so sind g- , g- K&U n. s. w. 



Beispiele. 

n. Der Satz (43) ist eine fruchtbare Quelle fUr Bildung bestimmter Integrale. 
So ist (§.43): 

y7e-..ri«(bx)6x = ^..y7e-"^(b,)e, = ^', a>a 
Hieraus folgt durch n malige Differenzining nach a: 

/:..-.„»(b.)e.=(-i)-bJl(jjip)., 

Die hier TorkommendeD DifTerentialqnotienteD lassen sich leicht bestimmen. Es 
ist nämlich, wenn wie immer V — 1 = i : 

i' + b* 2bi U+bi a—bU 8»- W+bV 2bt L^ ' (»+bi)'+' 

(-1)M.2.... 1 r (.-tf)».-(. + bl)"' -l 

(.-bl)-*' - 2bl< " '•''■■■H (.■+b5-*' J' 

SO dass, wenn a + b i = r (eoaip + i «*» qi), also a — bi^r (e<>s<p — itin<f) 

(§.4, in), man bat: 



PultMgnl 1 6i. g^g 



(» + bl)''*' = »"+' [«iM(ii+,l)»H-irt.(n+l),], (»-«)■+» = »■+' [««(n+l)».- 
iwB(i>H-l».], {i' + b')"+' = r«("'), 

(>-bt)-^'-(H-bi)--^t »w.(B+l)y . -.. a° / b '>_ 1.2...iiw.(a+l)y , 

8bi(»' + b')»+» br"+' ' ' ' ea" V^'+liV '■*' 

Eben so 

f 1^- S' r * ^ - <-^>° «° r ' I ^ -|_ 1.2...p«M(B+l)y , 
^ ' 8ft» V&'+bV 2 8»" U+bi »— bj »■+' 

mithin 

y;.-~.^o.>)».= '-^-°r.'°-^''' . ^.-^(b.)8.= '-^-°;°;.'-^'' .w 

r^ V*'+'''i »«1»' = — . «wy = — , a>0. 
Ferner m(§. 43): 

/oi' + i* 4» 
Hieraus folgti wenn man nach a differanzirt: 

A 2aBx 1 « /•■ 8i « 1 1 /« ,-\ •. 

Es Tersdeht »ich biebei von selbst, dass in dem Satze (43) alle Torkominenden 

Grossen bestimmte endliche Werthe haben müssen, wenn ei gelten soll. 

DMlntsgral A'^ei. 
III. Uan hat, wenn a und ß nicht negativ : 

r°it /'V»wn(bi)8a= /"^a/^e— wr(bx)Bi. 
Da aber 
yV"rif.(bx)8a= ~''"^'^'^°~.°' «fa(b»). y%"rt.{b.)e«=.j;i^. 
so ist also 

SetEt man hier etwa a^O, ß^ch, soiitfOrb^O 

y-*o^^. (d, ■ 

ein wichtiges Resultat, das wir sogleich noch in anderer Wein nachweisen wollen, 
Uanhat 

/ ei / e-"»»nier=/ 87 / t—'iintii. 

Aber 

linr rb/GoOt^lC 
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DoppeliDtegnl. 






/- 


■'«nier = #.«iy«— 'fly 


»«»,•-' 


&Uo da fDr 7 = 


:O0und 


poHtiTein x:b-"=:0: 




Ferner (§.43): 




/:— 


nni 


demDoch ist 






SeUt mao 


hier bs 


(Drz, also g^ = b, so sind für b > i 


und QC, mithii 


■ (§. *2) 








y:= 


inxei ^/~«n(bs)es 


<^' 


d. h. es ist anoli : 


y7-^a„|. 


b>0. 



Beitämmte DoppelinM^&lft. 
IV. Hat iDao das bestimmte Doppelintegral (mit koostanteD Gränzen) 

Dnd siod a and b FanktioDeo von a; a', b' von ß, so ist natürlich eben so 

g=y>.y;;««^'^.,+/>,,..«.,.y--y;;-,<.,,,».,,!-;. 

vie man auch ans der Gleicbnng (b') in §. 77 ableiten kanb, die hier gibt : 

V=:F(b,b'.*,Ä — F(b.»'.a.J») — F(a.b'.a, ()) + ?(»,»'. o,^), ■ 



J'exß(i.j,a,ß)dj = ¥(?,j,a.iO. 



V. Wir fugen hier noch folgende Beispiele bei : (Vergl. „Anhang" 9). 

1) Wie in §. 81, II sej in dei dortigen Fig. 47 der Hittelptmkt einer Engel, 
deren Halbmesser aber = OC aej; man seil nunOA^^m, OB = ii so bestimmen, 
da»s das StQck Eärper, das «wischen dem über OACB stehenden FaraUetepiped und 
der Kugelfläche liegt, ein Maitininm aey. 



Nach §. 83 ist der Inhalt = / öx /'fly / ez,x'+y'- 
dass also 

V = / 61/ V'r'^i' — x'fl7«in Maxinmni, und m' 



*,m'+n'=:r'. 



h Google 



Also ist nach §. 73 : 

d[T-i(ii,' + a'-01 «[.-l(m' + n'-j')] 



«^=y^v?==^.T=^".|. ^;=y^^'^■'=^"=V-■T• 



Daraiu 

m = n = I Vi- 
Dft wenn n FuDktion von m: 

dm* om omoDOm Ud vomy ob o in 

usd hier 



also negativ, bo daai t ein Maximum ist (§. 24). 

2) Wenn mau zwei Bädei konstruiren soll bo, daas ihre Winkel geacbwindig- 
keileu in einem gegebenen, loiut aber beliebig Ter&nderlichen oder konstanten 
YerhäUnisBe stehen, und es ist a die Entfernung der beiden, parallel angenommenen 
Drehaxen, also auch die Entfernung der zif ei Punkte, in denen dieie Azen die Ebene 
'treffen, in der die beiden Bäder liegen, so kommt die Aufgabe offenbar darauf hin- 
aus, in dieser gemein scljaftlichen Ebene zwei Kurven zu konstruiren, die, iodein sie 
sich nm die Azen (Funkte in der gemeinschaftlichen Ebene) drehen, sieb aufeinan- 
der abwickeln, wobei die Geschwindigkeit der Bewegung das gegebene VerhftltniBs 
hat. Nehmen wir für Jede Kurre den Drebpnnkt als Anfangapuokt von Folarkoor- 
dinaten, die Linie a aU Polaraxe, so seyeo r, oi die Polarkooidiuateu filr einen Funkt 
der ersten Kurve; r, , <d, für den entsprechenden Funkt der zweiten, wobei wir das 
Wort entsprechend BO verstehen , daas in diesen iwei Funkten zu einer gewissen 
Zeit die Kurven sich berühren werden. Da die Kurven sich auf einander abwickeln 
sollen, somuBS (§.47,111): 

sefn. Da ferner die Drehung müglich sejn soll, so muss r + r, ^ a seyn, und da 
endlich das Terhältniss der Winkelgeschwindigkeiten ein gegebenes ist, so ist % 
als Funktion von a> bekannt, d. h. (u, =f(a9). Die erste Gleichung gibt durch 
Differenzirung nach m 

l)„„-,:b,GOOi^lC- 
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Da wir annehmei), es wachaea to tind (o, zd gleicher Zeit, d. h. ei eey -^ > 0. 
so hat man also 

.=.,|^. .+-.=.. .,=t(-" 

aoi weloben drei GleicbungeD r als Fonktion tod to , und r^ als Funktion ron n, 
daranstellen i«t. Nun istr,;=a — », ~ — ^f((o), so dass also 
I = (b — r) f («) , voran! i &1i Punktion Ton a. 

Dann g^bt, -wenn man r ^ a — r, setzt and to durch at( mittelst m^ ^ f (m) ersetzt, 
dieselbe Oleichung anoh die Gleichong zwischen r, und o:i|. Wir wollen etwa an- 
nehmen, es sej Oll =:ao) + {3sinm(», so ist f (01)^= ti + m^cojmo>, so dass die 
Gleidinng der ersten Kurve ist: 

'"* H-iH-n>|9eo.m« ' 
ilie der sweiten findet sich durch Elimination von a> ans 



Die Konstanten a, ß, m kuin man in TotscMedener Weise bestimmen. Geietst etwa 
man rariange, dass das eine Bad den Tierten Xheil seiner Bevegmig in derselben Zeit iDTÜck- 

ff 3 

lege Tte das andere , 10 mnss fBr « = — , it, —«, Snanch a^ dieselben Wertbe haben. 

d. h. es mAis —^a.— +ß$m-^, it=:ait + ßHnmil, —jt:=tt — it + fftia ■ -, 

S«=:a2ff-l-j9«m2m«s«yn. Verlangt man dam nodi, dass far«=,— , ir, — «,2«anoh 
r denselben Weitfa annimmt, «ie fllr n =: , so most se7D : 



l + a + mßtol-^ '^ H-tt + mjJiKw— m« 

a + mßtolZntlt 

l + a + mßeoi2mjt' 
Dieaen BediDgmigdi genügt m ^^4, a:= I, wtbitni ß noch onbestimmt bleibt — DieQrSiie 
Or ~-T-^ , d. h. -~- drückt in Jedem Zeitmomeot das TerhKltnlss der Winkel gesehwindigkeiten 
ans. Gesetzt nun , es %ej Torgeschrieben , es sollen der grfliste nnd der kleinste Wertb des- 
selben (d. h. a + 4^nDd a--Aß) eu einander sieb wie Itaf verhalten, so ist I — iß^ 



."-1. 



2+^,^4» 2+-:^.«4. ' + ' * 

IHe beiden RKder bewegen sich dann 10, dass wenn das erste gleiehftnnig gedreht wird, das 
sweite bald etwas laegiamer, bald etwas lehneller sich dreht, als das erste. 



^yv- 



/: 



]ie Integrale / x-e— «»'Bx, / e-»*»'BM0x)8i, / e— •'»•*»n(bi>8i. 

I. Es sey das Integral / e~**Bx zur Bestimmang vorgelegt. Setzt 
k, Boistanch / e-''9y = k nnd/ e-**3iX 



den Werth desselben 

j— ''9y = k'. Aber es ist 



'=/."-- x/.'-^ 



BO dass also 


/:-/:■- 


Nach §.79 


III ist 




/"ei /^-(«^J')8y 


•odau 






/'V»'8x = 



{&) 



Man kann dasselbe Resultat auf einem hieron gani renohiedeaen Wege er- 
halleo. Stelle nämlich MN (Fig. 52) eine Kurve Tor, deren Gleichung z=6— »' ist, 
und man lasse diese Karre sich nm die Axe der e drehen, Kg, jjj, 

so wird sie eine krumme Oberfläche beschieiben, deren 
Gleichung ist i ^ e~ (**+?'), und der Inhalt des Toa dieser 
OberUche und der Ebene der x j eingeschlossenen KOrpen 
ist (§.83): 



/^/r 



U'+T'tej. 




da, wie man leicht sieht, die Qrftncen nach x und 7 sind ■•— OC und + oO. Sey 
nun aber OP = i, FQ^r, so ist 2 ^e~'', und wenn die Kurve sieh um die Äxe 
den dreht, so beschreiBt FQ einen Kreis vom Halbmesser r, dessen Fläche also 
^ r' ff ist. Denken wir nns non in der Entfernung -d x von FQ einen sweiten mit 
dem eben betrachteten parallelen Kreis, so wird, wenn dz unendlich klein ist, zwl- 
sehen beiden ein Stück Körper liegen, dessen Inhalt ^: r* ir di, oder da r* ^ — l (s), 
so wird der Inhalt =: — aHz) dz seyn. Der niederste Werthronz ist 0, der höchste 
^ 1 (für z = 0) ; demnach ist der fragliche Körper, den wir zu bereohnen haben, 
auch gleich (§.G1): 

«yVu«)e.] = -«y^'((.)e.=-«{-i]«.8r.i'm'il-28.D=«. 

so dus lüso 

61 / e-U*+7')8x = tr. 

- ' [:.,qm.o=bv Google 
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, f Bi/" fr^(»H-rtey = 2 /" ety e-(»M-7")ey = 4/' 8i /'a-UMT^8y(8.42,Tn). 
nitJuD 

II. Setzt maD in (a) x=:az, a>0, so ist g- = a und die Gräozen 
von z sind ebenfalls und oc, so dass (§.42, IV): 

nod also 

Setzt man hier V~a fllr a, so ist /e~***c)x = ^TT^, woraosnon, indem 



n mal nach a differeozirt : 

2 2 2 2 

1.8.5..(2— l)V« .^„ ^^^ 



8.5..(2d 
2-+iya" 

m. Wai man/^'+'e-'-ax erhalten, so ißt, da Ae— '9x = - ^ e""*, 
nach §.27: 

nnddafarz=oo:x"e-*"' = ~ = (§.22, V), so ist (§.43, V): 
eben so nun : 

y:"--"r.. 

also 

/*' ei 

Das Integral / r r^~~- kommt UDmittelbar auf das obige zurück. Uan setze 
nämlich x;=e"", ;(s)=: — i', r- := — 2Be~'', sojs't 

[:.,qm.o=bv Google 
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VT+T' 

/•- / ■a-<.'»*+1>'T')8y /•* w— -— . /•' fl-(''»'+'-'y'+b'iV)8y 

y. ' y. vi+i'+i' ~y. ' v. vi+j"+(h- .■)?■" 

y. ^1 VT+7' y« V'-t-j'J- 

y. VT+? y. 2y. vt+? v^'+b-j- 

, 'y Vl+J"+r' 2' y.v'(i+,>)(..H-b>i') 
§. 87. 

I. Sey das Doppelintegral 

y*i+i'y«i+T 

das offenbar = / , 8 z ist , vorgelegt, so hat man nach §. 78, IV : 

y.i+iv.i+r y.i+.v.i+ij y. 'y.d+iyjd+i') 

Aber 



/: X»' i_ /■_ii_+_i_ /•'»■ I r /•_? 

y(n-ir)(i+«") i+jvn-ii^i+r'yi+i'^i+j'yi-t 

= _i<L 
1 

/•< i8» 



1(1+»;) , Ki+i') , r „,,„_., 

i« i(i+y) '8) r ». 

rXi+i') 1+r* 2(i+y') i-t-r' 4 
Demnach 

Toraas 

/'-TT^"=f'»>- « 

Setst mau biet z^^c, so sind die Grftnzen von 2 :0 und -7- tud man bat 

y. i+w'. s?;-t'<^'' 

D.q.i»isbv Google 



»Google 



362 AUgem«liM Fonnel. 

Eine Tsl(«e DiffeteniiniDg n&oh b üt nicht mehr geitattet, dt. dieielbe geben wflrde : 

Aj!p!ii-e.=r™b.8.-..r^.».=r.„b.a,-¥.-.. 

y» ft' + l ^i ^»»+1 Ja i 

/*" /* rinbi 
■0 mflute / «MbiSi^O leyn, wu nieht tqlMilg Ut. Denn /eo(bs&i = r — iit 

xwtt fOi X = , aber für i ^^ aO iat dieser Werth nnbeitiiiimbu. (Veigl. g. )49, O, 1.) 

Dagegen verdeo DifferenzirnDgen nach a ganz anbedingt gestattet seyn. 

So wäre 

ODd dnrch Integration Dach b: 

Das iDtegral 

kommt aof Obifres znrQck , wenn maD mx ^ i, also — i-"S~=^ 1» s-^r"; — i setzt, 
wo dann die Qr&nzan ron e sind nnd oO, so dags 

y^^.(a<ä,x)e.=y]"^^B<=|e-.;>0. (g) 

Eine allgsmelDe Fennel tni Ennittlang bMÜminter Integrale. 

in. Die Resnltate in II. setzen noB in Stand, eine ziemlich allgemeine 
Formel znr Ermittlang des Werthea beetimmter Integrale anfzaBtellen. Ge- 
setzt nämlich, es sey (a, b, c, , . . reell) 

F(i)=a+bi + oi'-Hdi» + , 

wobei die Reihe endlich oder nuendlich seyn kann , wenn eie aar im letztem 
Falle konvergent ist [wo dann F (i) ihre Summe ist, vergl. §.67], so ist 
wenn man z — r {cot^ + i«ngp) setzt: 

r[t(eo»» + i«»»»)]=a + breo»fi + cr*eo»29i + ,,. + i(btrtnj.4-er'«m2v+ ), 

SO dasB wenn 

F[r{««v + lrti».)] = r,(r,») + iP,(r,v), {n> 

WO F, (r, 9>), F, (r, 91) zwei reelle Fonktionea von r und 9) sind, man hat 



y:-y:'^-r.-f/>-'<" 



wann m und ff positJT sind (damit t es uf). Diese Formel komiDt sptUT wieder vor 
<8. 149, n, 2). 



r^^T,f) = A-^-hreo$9+■«'''«'»2v + •■■, F, {r,9>) = ljriwnp + c»'»in2»4-..., 

natürlich a, b, c reell vorausgesetzt. Gemäss den Formeln (d) folgt 

bierans : 

. J a» + »' y« a' + v' Jo n' + v' 2oL J* 

y o' + v' y o'+»i' 2 L J 

Nnn ist aber a + bre~'" + cr'e^*" + ... = F(re-"), a = F(0), so 
dasB demnach 

Setzt man in der letzteaFormel (n') a= 0, and sabtrahirt dann das 
Resnltat von derselben, so erhält man noch : 

Ea ist sebi leicht, hiernach Integral« zu ermitteln. So ist tiir F(x) = ^(l+x): 
V [r («wq) + i«n^)];=i[l'*'i''''''9'"*''r''''9']' *" ^"^^ wenn H-rco»q)-(-ir»»n9 
^k+hi=:m(oo»n + i«wn), man hat m* = k' + h'= 1 + 2rwaq! + 7\ eosn^^ 

— = — -, «tn9 = , folglich l+r«)«gn-irmngi = rae'", i(l -t-rwaqs 

+ ir*»fiqii) = ((ni) + ni, and mithin 

y~«l±|ijitt!?8,=|,a+.„-.,, ,>0. 

wo r' <! 1 seyn anss (damit 1 -t- 2teo«(p ■+- r' nicht Null werde), was schon daraus 
folgt) dasB son^t 1{1 + x) nicht in eine unendliche Reihe entwickelt werden kann, 
von welcher Voranaaetznng wir doch ausgiengen. 

Setzt man r = — - , so muas ß > 1 eeyn, und man hat 

"<"./:.-^°y: "''".';7"" "-""i. . 

also 



MelntegTÜe y"l(H-2aeMi + a')ei. /" ^ - ■■■ '^""' ■- ^ 81. 

I. Wir wollen das Doppelintegral 

y/Vo l + 2a..<... + iL'.'-y/V«l-t-2as.a.x + a'z-- '>»>°' 
Die»f»[, Di»P»nllBl- B, liiM[nl-H«linDiw. !. Ann. 23 QqOQIc 



in äbDlicher Weise behandelD, wie in §.8T. I geschehen. Da 

/ ■ (.. + ,...).. , „■ ,(i+2...,„ + ...,), 
SO ist 

Knn ist aber 

/ • (.-+"")«»" ,J_ /■/, ! _-\ 

y l+2...o.i + ."z' 2..yV l+2«..,i.« + a'zV 

J^ / ai ^ . .'.■-! /• 

a^V i + 2azeo.i + ft'i' 2ai 2ai Jl + Zi 



a'z' 2az 



Da aber a< 1 und z < 1, so ist (1 +a'2*)' — 4a*2' = (1— a'z*)', 
V(l + a*a'j' — 4a^z'^ 1 — a'z', und eben so y , , *i'i , 0*' = . V" ■ 
so dass 

I 1 /• I — »I l\ 

/o H-aate<«i+a*»' *~28z~2äK~ ' 
mitbin 

y,^V. l + 2a...» + a',' = "- 

/ I{H-28«>«i + a')ei = 0. l>a>0, (h) 

Ist a > 1 , so setze man a = — , wo a < 1 , und hat: 

/jl{l-t-2Beo»i+<«')e» — 1(<.') /öx, 
d.h. day^;(l+2«<T<Mi + a')ax=0, ?(«')= "Ka*): 

/j'i(H-2aw«H-a')8i = «i(4'), 8>!. (h") 

Setzt man jt — x ftlr x , so ergibt sich leicht 
yj,'Cl-2a«M» + a')ei = 0, /^I{l-2ami+a')ei=«i{ft'), ft") 



d. h. endlich 



l>a>0, l<a<oo. 

Für a = 1 geben alle Formeln : 



[:.,qm.o=bvGoO'^[c 
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366. DMlntegraiyj'/(rtii)(l + 2«n>»x + a')-'Bi. 

III. Es ist, immer unter der Toranssetzong 1 > az > 0; 

/" , Bx « 

/o l+2aEeö»i + »*B'~l— i<t>' 

aUo 

yr"/'miTälTrr.='"y:i^=-r.«(.-.')..^. « 

mithin da (I) 

y.'v. i+2..,.„+.... =°. 

so ist 

Aber es ist, da «nx > : 

/^ Bj 1 /* ft + eo»! ^ 

BO dass aus (i) folgt : 

y. Ä;t"-.(^«=-j--j-.r.(.,=»«,.)]e«=|.j(i_.,. (k, 

Nscli |. 2? erliMt man [«renn man beaclitet, daaa «•«(^ = eolax) 

f°" ("= -^^^) — "('<'='»ü'.a- 

y l-l-2ac»«i + a>"'- 

<»^(jS= '„-.T")' '■™('i'=''»'?5)«'«ignnd!warvonibiEr- (§.43), 
80 daaa 

yrS'»"(''=-'^ÄF-)-"-"i'="w)i»>=- /*'''+"°">'(-*")i. ■ 

^ y» l+2a««a-t.a' ' 

,glc ■ 
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368 Integrals, daran Warth ri«h «pTongweiia lodMt. 

wenn b>0; ffir b=^ ist es offenbar — 0, filrb< aber— -|-, da för 
b=-b': ' 

Nnn ist wn(az)<:<w(xz) = y «*»»(* + x)z+V«''>C* — ^)z; demcach 

j, — ; »"-¥7, — ; — •■ + ¥y. — ; — '"■ 

YoD diesen Integralen ist das erste =■ -g-, wenn a + x !> 0, d. b. x > 

— a; 0, wenn a+x=:0 oder x= — a; — -s-, wenn a + x<0, d.h. x< — a; 
das zweite is'i'ö-. wenn a — x>0, d, h. x<a; 0, wenn a — x^O, x^a; 

— -5- , wenn a — x<0, d. b.x>a. Daraus folgt nnn leicht : 

I — , wenn— 8<i< + a, 



r.^^ 






a>0. 



G-anz eben so ist 



r.^ 



0, -wenn — »< j<-f 



-, wenn + OD >x >-+•».' 
' II. Da femer 
«■«s«ri»»i««bi = -i-»«(i+»-b)i + -i-fwi(i+b-»).--i-i«.{n-a + b)i — 
— »tn(i — a — b)*, 

also 

y. — ; — ^^=-ij. — i — ^-^T/o — i — «— 

und da femer von diesen Integralen das erste y ist filr z> — (a— b), flir 
x= — (a~b), — "l" för x< — (a — b), h. a. w., so folgt daraaSr daM 
wenn-a>b>0: 

I Google 



htttgalt, Awnm Werth Bich 



/"'• 



/:' 



-0O<.<-(. + b) 
l = -(.H-b), I 

-(.+b)<.<-(,-b),< 

.= -(.-b). 
-(.-b)<i<.- 

«in.-*<i<-2>,/ 
wenn I ^ — 2a, I 

™.-2.<.<0, ) 



< = «-b, 
-b<i<a+b. 



0, a+b<i<+QO. 



-5-, .=2.. 

0. 2»<j<oO, 



wie sich leicht anch daraus findet, dasB 

■ Efm'ftz = — itnxi — — ■ (i- 



■2a).- 



Wie man ia dieser Weise weiter gehen kann, ist klar. Wir werden 
von diesen Formeln später mehrfach Gebranch machen ; für jetzt mag es an 
ihrer Ableitung genügen. 



Ittuk d« J. B. Ji 
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